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PE®EPAT

JurioMHa po6oTta Ha Temy «JlochipKeHHs eJIeKTPUYHHUX BilacTuBocTei I'-
noai0HOT TMPOBIAHOI TUJIACTUHWY» BKIIOYA€ B ceO€ MOSACHIOBAJIbHY 3alMCKy Ta
rpadiuny yacTHHY.

[TosicHroBasIbHA 3amucka MicTUTh 63 cropinku Gopmary A4, 4 pucynkis, 20
dbopmyi, 21 BUKOpUCTaHE JKEPENO.

KitouoBi cioBa: €NEKTpUYHMIA OIip, MPOBITHUK, 3MIHHHM MOMEpPeUHUi
nepepis, €JNEeKTPoJUMHAMIKa, MaTeMaTUYHE MOJEIIOBAHHS, METOJ CKIHYECHHHMX
€JIEMEHTIB.

JlunomMHa poOOTa MPUCBSYEHA PO3PAXYHKY Ta TOCIHIHKEHHIO €JIEKTPUYHOTO
OMOpYy MPOBITHUKIB 31 3MIHHMM TOINEPEYHUM TEPEPi30M 13 BUKOPHUCTAHHSIM
CyYaCHUX TEOPETUYHHUX 1 YUCETbHUX METO/IIB.

[IpoBeneHo aHali3 OCHOBHUX TOJIOKEHb TEOpli €IEeKTPONMPOBIAHOCTI Ta
eJIeKTpOAMHAMIKH. PO3TIISIHYTO BIUIMB T€OMETPUYHUX TMapaMeTpiB MPOBIAHUKA Ha
pPO3MOJLT ENEeKTPUYHOTO MOJs Ta TyCTUHU CTpyMmy. lIpoaHanizoBaHO icHYrOuUl
aHAJITAYHI Ta YUCEIbHI METOAM BH3HAYCHHS EJEKTPUYHOIO OIMOpy, 30KpeMa
IHTerpajgbHl MIOXOAM, METOAM pO3B’A3aHHS piBHAHHA Jlammaca Ta Meron
€KBIBaJICHTHUX CXEM.

[ToOynoBaHO MaTeMaTHyHI MOJEINI MPOBIAHUKIB 31 3MIHHUM IONEPEYHUM
Nepepi3oM Ta BAKOHAHO PO3PAXYHKU JJIsl pI3HUX TEOMETPUYHUX KOHDirypamiit. s
JOCTIPKEHHSI CKJIaIHUX CHUCTEM BHUKOPHCTAHO YHUCEJIbHI METOJH, 30KpeMa METO]l
CKIHYEHHUX €JIEMEHTIB, 10 JI03BOJISIE BPAaXOBYBATH HEOTHOPIAHICTD €IIEKTPUYHOTO
MOJISl Ta CKJIAJHY T€OMETPi0 00’ €KTIB.

3a JIOMOMOTOI0 Cy4aCHUX MPOrpaMHUX 3aC001B MOJICTIOBAHHS Peali30BaHO
YUCEJIbHI €KCIIEPUMEHTH JI aHajli3y pO3MOJLTy MOTEHI1any, TYCTUHH CTPYyMYy Ta
BU3HAYCHHS €(QEKTHUBHOTO EJICKTPUYHOTO Omopy MpoBigHUKIB. [IpoBemeHo
JOCTi/PKEHHSI BIUIMBY T€OMETPHUYHUX TMApaMeTpiB Ha BEIMYMHY OIOpYy Ta

BCTAHOBJIEHO 3aKOHOMIPHOCTI HOT0O 3MiHHU.



Y posmini «OxopoHa Tpami» po3MVISTHYTO KOMIUIEKC 3axOJiB II0JI0
3a0e3neyeHHs] OE3MeUYHUX YMOB Mpaili mpu poOOTi 3 KOMIT IOTEPHOIO TEXHIKOIO.
Hapengeno xapakTtepucTuky poOOYOro Micis, IpoaHaIi30BaHO IIKIJJIKUBI Ta
HeOe3neuHi (akTopu (eTEKTPOMArHiTHE BHUIIPOMIHIOBAHHS, HAMpYKEHHS 30Dy,
IIIyM, CTaTHYHA EJIEKTPHKA), a TAaKOX OIIIHEHO TapaMeTpyu MIKpOKIIiMaTy Ta

3a0€3IeUeHHsI eICKTPOOE3IeKH.
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BCTYII

VY cydacHHX yMOBax pPO3BUTKY E€INEKTPOTEXHIKH, MIKPOEJICKTPOHIKU Ta
KOMIT FOTEPHOTO MOJICTIOBAaHHSI OCOOJIMBOTO 3HAuYeHHS HaOyBae JOCITIIKEHHS
eJIEKTPUYHMX MPOLECIB Y MPOBIIHUKAX CKIAAHOI reomeTpuuHoi ¢opmu. CydacHi
CJICKTPOHHI TMPHUCTPOI, APYKOBaHI IJIaTH, 1HTErpalibHI CXEMHU Ta TOHKOILIIBKOBI
CTPYKTYPH YacTO MICTSATh TPOBIIHI €JIEMEHTH 3 Pi3KMMH BUTHHAMHU, KyTOBHMH
nepexojamMu Ta HEOAHOPITHOIO KOHGIrypamieo. Y Takux cHcTeMaxX KIacUyHi
aHAMTUYHI (DOpMYNM JUIsI BU3HAYEHHS EJIEKTPUYHOTO OMOPYy MPSMOIIHIHHUX
MPOBIJHUKIB CTalOTh HEIOCTaTHHO TOUYHHMMH, OCKUIBKM HE BpPaXOBYIOTh
JIBOBUMIPHUN XapaKTep PO3MOALITY €JIEKTPUUHOTO MOJIA Ta TYCTUHU CTPYMY.

Oco0smBHIi 1HTEpEC CTAHOBIIATH | -110A10HI MPOB1JIHI MJIACTUHHU, K1 IIUPOKO
BUKOPHCTOBYIOTHCS Y JPYKOBAHMUX IUIAaTaX, MIKPOEICKTPOHHUX KOMIIOHCHTAX,
CEHCOPHHUX CHUCTEMax Ta €JIEKTPOTEXHIYHUX MPUCTPOSX. Y MOAIOHHX CTPYKTypax
CJIEKTPUYHE TI0JIE € HEOJHOPIAHUM, a JIHII CTPYMY BUKPUBIAIOTHCA MNOOIU3Y
BHYTPIIIHIX 1 30BHIMHIX KyTiB. lle npu3BoAUTH 10 JIOKaJbHOI KOHIEHTpAIlil
TYCTUHUA CTPyMy, 3MIHU €(QEKTUBHOTO EJEKTPUYHOTO OMNOpPYy Ta BUHUKHEHHS
oOJacTelt MiABUIIEHUX TEMJIOBUX BTPAT. TOMY JOCIIIKEHHS BIUTUBY T€OMETPUIHHIX
napameTpiB [-1o1i0HOT MIIaCTUHU HA T1 €NEKTPUYH1 XapaKTEPUCTUKH € BAXKIMBUM
K 3 TEOPETUYHOI, TaK 1 3 IPAKTUYHOI TOUKH 30pY.

JIjist onicy po3noAuTy €NeKTPUYHOTO MOTEHINany B 0e33apsaHuX o01acTsIxX
BUKOPUCTOBYEThCS piBHSHHS Jlamaca, po3B’si3KH SIKOTO JI03BOJISIFOTh BU3HAYUTHU
CTPYKTYPY €JICKTPHYHOTO TOJS Ta TYCTHHY CTPYMy B MpOBiAHUKY. OgHAK IS
obnacTeit ckinaaHoi (GOpMU OTPUMAHHS AHATITUYHOTO PO3B’SI3KY € HAJA3BUYANHO
CKJIJITHUM a00 HEMOXXJIUBHUM. Y 3B’SI3KYy 3 IITUM OCOOJIMBOTO 3HAUYCHHS HaOyBarOTh
YUCJIOBI METOJIM, 30KpeMa METOJI CKIHUCHHHMX €JIEMEHTIB, SKUU 3abe3mnedye
MOKJIUBICTh TOYHOTO MOJICIIIOBAHHS EJIEKTPOIMPOBIIHOCTI B  HEOTHOPITHUX
r€OMETPUYHUX O00JacTsIX Ta J03BOJIIE BPAXOBYBAaTH JIOKaJIbHI OCOOJIMBOCTI
PO3MOLTY HOJIS.

AKTyaJIbHICTh T€MHU TOJISATa€ Y HEOOXIAHOCTI JOCHIJKEHHS €JIEKTPUYHOTO



OTMoOpy MPOBITHUKIB  CKJIagHOT (OpMH 3  ypaxyBaHHSIM HEOJHOPIAHOCTI
CJIEKTPUYHOTO TIOJII Ta JABOBHUMIPHOTO Tiepepo3noairy cTpymy. Otpumani
pe3yibTaTH MalTh MPAKTUYHE 3HAYEHHS JIsl MPOEKTYBaHHS JIPYKOBAaHUX IUIAT,
IHTErpaJbHUX CXEM, TOHKOIUTIBKOBUX PE3UCTUBHUX CJIEMEHTIB 1 KOHTaKTHUX
CTPYKTYp, A€ TEOMETPHUYHI OCOOJMBOCTI CYTTEBO BIUIMBAIOTH HA EJICKTPUYHI
XapaKTEPUCTUKU CUCTEMHU.

MeTor0 1aHOT JUIUIOMHOI poOOTH € JAOCHIIKEHHS elIeKTpUuyHOro omnopy I'-
oA10HOT MPOBIAHOT IJIACTUHHU B PEXKHMMI MOCTIHHOTO CTPYMY Ha OCHOBI PIBHSIHHS
Jlamuaca Ta YMCENBHOTO MOJICITIOBAHHS METOJIOM CKIHUEHHUX €JIEMEHTIB.

OO0’eKTOM JOCHIIPKEHHSA € EJEKTPUYHE I0Je€ Ta EIEKTPUYHHI CTpyM Y
MPOBIIHUKAX CKJIQJHOI FTEOMETPUYHOT POPMHU.

[Ipenmer noCHiKEHHS — 3aKOHOMIPHOCTI PO3MOJUTY €JIEKTPUYHOIO
MOTEHIIATy, TYCTUHU CTPyMy Ta €JIEeKTPUYHOro omopy B ['-moiOHii mpoBigHIN
MJTaCTHHI.

3amayl JOCTIHKEHHS

- TpOaHANII3yBaTH TEOPETHUYHI OCHOBU EJCKTPUYHOIO TIOJIsI, PIBHSIHHS
Jlamutaca Ta BIacTUBOCTI TAPMOHIYHUX (DYHKITIN;

- JOCIIIUTU (I3UYHY HPUPOAY EIEKTPUYHOTO CTPYMYy Ta €JIEKTPUYHOIO
OTIOPY MPOBITHUKIB,;

- copmystoBaTU MAaTeMaTUYHy MOJIENIb PO3MOJLIYy MoTeHmianry B ['-
MoA10H1M MPOBIIHIN MIACTHHI;

- BHU3HAYUTH I'PAHUYHI YMOBH 3a/1a4l €JIEKTPOIPOBITHOCTI;

- peaidyBaTH YMCJIOBE PO3B’SI3aHHS 3a7ayl  METOJOM CKIHYEHHUX
€JIEMCHTIB;

- po3poOUTH TIpOTpaMHHUIl KOMIUIEKC MOBOKW Python nis mpoBeneHHs
YHUCIIOBUX PO3PAXYHKIB;

- JOCHIAUTH PO3MOJLT €JIEKTPUYHOIO IO Ta €KBIMOTEHIIANIBHUX JIHIN Yy
TJIACTHHI;

- TMpOaHAN3yBaTH BIUIMB TE€OMETPUYHUX TapaMeTpiB Ha BEIUUUHY

€JIEKTPUYHOTO OIOPY;



- TOPIBHATH PE3YJbTaTH YHUCJIOBOTO MOJICIIOBAHHS 3  KJIACUYHUMU
OJTHOBUMIPHHUMH OI[IHKaMH OTIOPY.

MeTtoam  JOOCTiIUKeHHsI:  METOAM  MaTeMaTU4yHOi  (I3UKH,  Teopis
CJIEKTPUYHOTO TOJIsA, YUCIOBI METOJU PO3B’SA3yBaHHs JAU(EpeHIliaTbHUX PIBHSIHB,
METO/]I CKIHUYEHHUX €JIEMEHTIB, KOMIT IOTEpPHE MOJICIIOBAHHS Ta aHaJl3 OTPUMAHHUX
pe3yJIbTaTiB.

[IpakTuHe 3HA4YEHHA pPOOOTH TOJIATAE Yy MOMKIMBOCTI 3aCTOCYBaHHS
OTPUMAHUX PE3YyJbTATIB JJISi PO3PAXYHKY EJIEKTPUUYHUX MapaMeTpiB MPOBITHUX
€JIEMEHTIB CKJIQJHOI TreOMeTpii, ONTUMI3AIli JPYKOBAHUX IJIaT, MIKPOEJIEKTPOHHUX
CTPYKTYp Ta TOHKOIUTIBKOBUX MPOBIJHUKIB, @ TAKOXK JJIsI BAOCKOHAJICHHSI METO/I1B
KOMII FOTEPHOT'O MOJICJIIOBaHHS €JIEKTPOIIPOBIIHOCTI.

Pobora ckitamaeTrses 31 BCTYIy, Y4OTUPBHOX PO3JILIIB, BACHOBKIB /10 KOKHOTIO 3

HUX, 3araJlbHUX BHCHOBKIB Ta CIIMCKY BUKOPUCTAHUX IPKCPCII.



1 OI'JIAJOBA YACTHHA

1.1 TloHSATTSI PO eJIeKTPUYHE T0JIe

Enexktpuune mone € opaniero 3 ¢yHIaMeHTanbHUX (opm MaTepii, 3a
JIOTIOMOTOI0 SIKO1 3/IIMCHIOETHCS B3AEMOIISI MIXK €JIEKTPUYHO 3apsKEHUMU TUIaMU
Ta YaCcTMHKaMU. BOHO BHWHHKae HABKOJO €JICKTPUYHHX 3apsiiB 1 Tiepenae
CJIEKTPOMArHITHY B3a€EMOJIII0 y TpocTopi. HasBHICTH €NEeKTPUYHOIO MO
MPOSIBISIETHCS Yepe3 WOro JI0 Ha IHIII 3apsA/KEH] Tila, K1 MOTPAIUISIOTh Y 30HY
HOr0 BILUIWBY.

[ToHATTS eJNEeKTpUYHOro MOoJsi OyJo BBeAeHE y (I3UKY JJsl TMOSICHEHHS
MPOIIECY B3aEMOJIII MiIXK 3apsiiamMu 0e3 0e3MoCepeIHhOr0 KOHTAKTy MiXK HUMHU.
Skio ABa 3aps/KEHI Tijla pO3TalllOBaHI Ha TEBHIM BIJCTaHI, TO KOXXHE 3 HHUX
CTBOPIOE HABKOJIO ceO€ eJIEKTPHYHE I10JIe, sSKe JIi€ Ha 1HIIEe TUI0. TakuM YHMHOM,
B3a€EMOJIisI MDK 3apsiiaMu 31ACHIOETHCSI HE MUTTEBO, a 4epe3 IoJIe, 10 ICHYE Y
IPOCTOPI.

OCHOBHOIO XapaKTEPUCTHUKOIO EJIEKTPUYHOTO TOJISI € HOro HampyKEHICTb.
HamnpyxeHICTh €JIEKTPUYHOTO TOJII BH3HAYAETHCH SK (PI3MYHA BEJIMYMHA, IO
JIOPIBHIOE BIJTHOIIIEHHIO CHJIH, 3 SIKOIO ITOJIe Ji€ Ha MMPOOHUIN MTO3ZUTUBHUM 3apsi, 10

BEJIMYMHU LIOTO 3apsay:

(1.1)

il
Il
Q| T

HanpsiMok BeKTOpa Harpy>KeHOCTI 301rae€ThCsl 3 HAMPSIMKOM CHIIH, 11O JII€ Ha
NO3UTUBHUM 3apsa. OAMHUIICIO BUMIPIOBAHHS HANIPY>KEHOCT1 €JIEKTPUYHOTO IOJIS B
MDKHApOIHINA cucteMi oguHUIlL SI € BoiabT Ha MeTp (B/M) ab0 HBIOTOH Ha KYJIOH
(H/Kn).

Enextpuune mosie Moxke OyTH OMHOPILAHUM 1 HEOAHOPIAHUM. OIHOPITHUM

Ha3UBAIOTh MOJIE, Y SKOMY B YCIX TOYKAaX MPOCTOPY HAIPYKEHICTh MAa€ OJTHAKOBE



3HAYEHHA Ta HaNPsAMOK. [[pUKIiIaioM Takoro NmoJis € MoJie M’k IBOMa MapajeaIbHUMU
3apsSKEHUMHU TJIACTHHAMU. Y HEOAHOPIAHOMY MOJ1 BeIMYMHA abo HampsSMOK
HaIpPy>KEHOCT] 3MIHIOIOTHCS 3aJICKHO BiJI ITOJIOKEHHS TOUKH y MPOCTOPI.

JI7is Ha04YHOTO 300pa)KEHHS EJIEKTPUYHOTrO IMOJsI BUKOPHCTOBYIOTH CHIIOBI
ainii. CuioBi JiHiT — 1€ YsABHI JIiHIi, JOTUYHA JI0 SIKUX Y KOXKHIH TOYIIl 30iraeThcs 3
HalpsSIMKOM BEKTOPY HampyXeHocTi 1mojsa. JIiHii BHUXOASATH 13 TO3UTHUBHO
3apSKEHUX T 1 BXOAATH Yy HETATUBHO 3apspkeHl. ['ycTMHA CHJIOBHX JIiHIN
XapaKTepU3y€e BETUYNHY HAPYKEHOCTI MOJISsI: YUM T'YCTillIe pO3TallloBaHi JiHii, THM
CWJIbHIIIIE TI0JI€.

BaxxmBoo XapakTEepUCTUKOIO EIEKTPUYHOTO TOJIA € HOro MOTEHINial.
[ToreHuian nokasye, siky poOOTY BUKOHYE I0JIE MiJ] Yac NEPEMILICHHS OJUHIUYHOTO
MO3UTUBHOIO 3apAly 3 OJHIEI TOUKHU MPOCTOPY B 1HIIY. Pi3HULA MOTEHIIAMIB MK
JTIBOMa TOYKaMH Ha3UBAETHCS €IEKTPHYHOIO HATIPYTOIO.

EnexTpuuHi mosis MIMPOKO BUKOPHUCTOBYIOTHCS B Cy4acHId TEXHIIl Ta
enekTpoHiul. IlpuHnmMnm iX [ii JiexaTh B OCHOBI pOOOTHM KOHJIEHCATOPIB,
€JIEKTPOJIBUTYHIB, T'€HEpaTOpiB, €JIEKTPOHHUX MpUIadiB, CHCTEM Iepenadi
eIeKTpoeHeprii Ta 0araTbOX IHIIMX NPUCTPOiB. JIOCHIKEHHS BIIACTHUBOCTEH
CIIEKTPUYHOTO TOJIsI MAa€ Ba)XJIMBE 3HAYCHHS JUISI PO3BHUTKY EIEKTPOTEXHIKH,
pPaJioeNeKTPOHIKH Ta EHEPTETUKH.

OTxe, €NeKTpUYHE I0JIE € HEBIJ €MHOI0 CKJIQJOBOIO EJIEKTPOMArHiTHUX
SBUIII 1 BIJIITPAa€ BXKJIMBY POJIb y MpoIlecax Mepeaadi Ta MepeTBOPEHHS eHeprii.
Po3yMmiHHS OCHOBHHMX BJIACTUBOCTEH EIIGKTPUYHOTO TMOJII € HEOOXITHUM IS
NOJAJIBIIOT0 BUBYEHHS EJIEKTPOTEXHIYHMX JUCLMIUIIH Ta TMPUHLHUIIB POOOTH

CICKTPUYHHUX CHUCTCM.

1.2 Pisusauns Jlamiaca

PiBusinna Jlamnmaca € OAHMM 13 OCHOBHHUX Ju(epeHIIaTbHUX PIBHSHb

MaTeMaTuyHOi (PI3MKH, SKE€ MIUPOKO 3aCTOCOBYETHCS B  EJIEKTPOCTATHIII,

TEIUIONPOBITHOCTI, TIAPOAMHAMIII Ta 1HIIUX Taly3sx HAyKd 1 TeXHIKUA. Y Teopil



eJIEKTPUYHOTO TN piBHAHHSA Jlamgaca BUKOPUCTOBYETHCS TSI OMUCY PO3MOALTY
MOTEHII1aTy B 00JaCTSIX MPOCTOPY, A€ BIACYTHI €ICKTPUUHI 3apsSaH.

Mix HanpyXEHICTIO €JICKTPUYHOTO TMOJIS Ta MMOTEHIIAIOM 1ICHY€ 3aJIC)KHICTb:

i
Il

—Vo. (1.2)

3 inmmoro 00Ky, 3a Teopiero MakcBesia

V-E=p, (1.3)
Jie p — TYCTHHA eNeKTpUYHOro 3apsay. [Ipumyckarouu mo y A0caipKyBaHiil 001acTi

3apsau BIJICYTHI Ta Oepyuu g0 yBaru Bupasu (1.2), (1.3), matumemo:

0’0  9%°® 9?0
= = 0. 1.4
® dx? * dy? * 0z? 0 (14)

[le piBHsAHHS 3BeThbcs piBHSHHAM Jlamaca 1 OMUCye MOTEHINAN y KOXKHIN TOYIIl
IPOCTOPY 3a YMOBHM BIACYTHOCTI BHYTPIIIHIX JKepen mosd. DyHKuIi, sKi

3aJI0BOJIBHSIOTH PIBHAHHS Jlaraca, Ha3UBaIOTHCSA TAPMOHIYHUMU (DYHKIIISIMU.
1.3 BaactuBocti rapmMoHiyHuX QyHKIii

[apMoniyH1 QYyHKINT BIAITPAlOTh BAXJIMBY POJb Yy MaTeMaTH4HIN (i3uiii,
€JIEKTPOCTATHULl, TEOpli MOTEHIiaTy, TIAPOAUHAMIII Ta 0araThOX IHIIUX Tady3siX
Hayku. BoHu € po3B’si3kamu piBHSAHHS Jlamiaca Ta BUKOPUCTOBYIOTHCS ISl OTIHCY
(GI13MYHMX MPOIIECIB Y CEPeAOBUINAX, A€ BIJIICYTHI BHYTPIIIHI JKepeaa ado CTOKH
eHeprii.

OpHi€l0 3 OCHOBHUX BIIACTUBOCTEH TapMOHIYHHMX (YHKIIH € BIACTUBICTH

CepeIHbOro 3HaUeHHA. BoHa nosifrae B ToMy, 110 3HAYEHHs] TApMOHIYHOI (DYHKIIIT B
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OyIb-aKiid TOYIll 0O0JacTi JOPIBHIOE CEPEIHBOMY apU(PMETHYHOMY 3HAYEHHIO
¢byHKIIT Ha MOBepXH1 chepH 3 LEHTPOM Y LIl TOYII.

Ils BmacTuBiCT, Mae BakauBe ¢i3udyHe 3Ha4YeHHsA. Hampukiasn, moTeHIial
CJIEKTPOCTATUIHOTO TOJIs y Oe33apsaHiii 00JacTi BU3HAYAETHCS HE JIOKATBHUMH
JDKepenaMu, a po3IMOoILIOM MOTEHIIaly Ha MeXax 001acTi.

I"apmoniyHa (QyHKITIS HE MOKE MaTH JIOKAJILHOT'O0 MAaKCUMyMy ab0 MiHIMyMY
BCEpeIrHI 00J1acTi, SKIIO BOHA HE € cTanoio QyHkIero. Haitbinpine Ta HaliMeHIe
3HA4YCHHS TapMOHIYHOT (DYHKIIIT JOCATAIOTHCS JIMIIIE Ha MEX1 00J1acTi.

[ls BiacTUBICTh HA3WBAETHCS NPHUHIMIIOM MaKCUMyMy. BoHa MmIHUpOKO
BUKOPUCTOBYETHCS M1J] Yac aHaII3y €JIEKTPUYHUX TOJIIB 1 NEPEBIPKU MPABUIBLHOCTI
YUCEJIBHUX PO3PAXYHKIB.

PiBusinHA Jlamnaca e niHIAHUM qudepeHuianbHuM piBHSIHHAM. Tomy Oyab-
dKa JIiHIKHA KOMOIHAIlsl TapMOHIYHMX (YHKLIA Takoxk Oyne rapMoHiyHow. Lls
BJIACTUBICTb JJO3BOJISIE Oy TyBAaTH CKJIAAH1 PO3B’A3KH HA OCHOBI MIPOCTIUX (PYHKITIH
1 IUPOKO BUKOPUCTOBYETHCA B METO/IaX MATEMAaTUIHOTO MO/ICITIOBAHHS.

lapmoniyHi ¢yHKIIT € aHANTUYHUMHU, TOOTO BOHHM MOXYTh OYyTHU
MPEACTaBIICHI y BUIUIAAlL cTereHeBoro psny. lle o3Hauae, mo ¢yHKIIA €
HECKIHYEHHO JU(epeHIIMoBaHO0 B 00JIACTI TapMOHIYHOCTI. AHATITUYHICTh
3a0e3mnedy€e BHCOKY TOYHICTh YHCEIBHMX METOJIB Ta CHPOIIYE TOCHIIKEHHS
NOBEAIHKH (PYHKIT y CKJIAIHUX T€OMETPUYHUX 00JIACTSX.

Y 1BOBUMIPHOMY BHMNAJKy TapMOHIYHA (YHKIS MOXE OYyTH MiIMCHOIO
YaCTUHOIO aHATITUYHOI QYHKIIIT KOMITJIEKCHO1 3M1HHO1. [Ipu IbOMY 1CHYE CIIpsiKeHa
rapMoHiyHa (YHKI[IS, TPATIEHTU SIKOi B3a€EMHO OpTOroHanbHi. Ils BIacTuBiCTh
IIMPOKO 3aCTOCOBYETHCS Y METO/IaX KOH()OPMHUX MEPETBOPEHb ISl PO3PAXYHKY
CJIEKTPUYHHUX 1 MATHITHUX TOJIIB Y CKJIAJTHUX 001aCTsIX.

Teopema €AUHOCTI PO3B’SI3KYy € OJIHIEDO 3 OCHOBHUX TEOpEeM Teopil
MOTeHIlaly Ta MaTeMaTu4yHoi (izuku. BoHa Mae BakiauBe 3HAYECHHS MpU
pO3B’sI3yBaHHI 3a/Ja4y EJEKTPOCTATHKH, OCKIJIBKM TapaHTye, IO 3a 3aJaHuX
TPaHUYHUX YMOB ICHY€ JIMINE OAWH PO3MOJIN TMOTEHINANy, SKUW 3aJ0BOJIBHSIE

piBHsHHS Jlamnaca abo [lyaccona.
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BinactuBocTi rapMoHIYHMX (QYHKIIM MarOTh BEJIMKE 3HAYCHHS IS
IH)KEHEpHUX pO3PAaxXyHKIB Ta KOMII'IOTEPHOro MojenmtoBaHnHa. Ha iX ocHOBI
CTBOPIOIOTHCSI MaTEeMaTHU4HI MOJIE1 €JIEKTPUYHUX TOJIIB, CUCTEM TEIUIOOOMIHY Ta
IHIIKUX (I3UYHUX TPOIIECIB.

OT1xe, rapMOHIYHI (YHKIIIT € BAXKJTUBUM €IEMEHTOM MaTEMaTUYHOTO arapary
Teopii TMOTEHIiaTy Ta eJNEeKTPOCTATHKH. IXHi BJIAaCTHBOCTI 3a0e3MmedyroTh
MOJKJIMBICTh TOYHOTO OMNUCY (I3UYHUX TIOMIB 1 CTBOPIOIOTH OCHOBY ISt
AHATITHYHHUX Ta YUCEIIbHUX METOIB PO3B’A3yBaHHs MPHUKIATHUX 3a/1a4 Y CyJacHii

HayIll Ta TeXHIIII.

1.4 EnekTpu4HHH CTPYM Ta ii0r0 XapaKTepPUCTUKHU

EnextpuuHnii cTpyM - L€ HaOPSAMJIIEHUNA PyX 3apsAUKEHUX YacTUHOK. [[ms
BUHUKHEHHSI ¥ ICHYBaHHSI €JEKTPUYHOTO CTPpyMy HEOOX1JHA HAsSBHICTh BUIBHHUX
3apAKEHUX YaCTMHOK Ta €JIEKTPUYHOTO MOJS, i SKOrO0 CTBOPIOE W MIATPUMYE
iXHIHA HAIPSIMJICHUH pyX.

OCHOBHMMH YMOBaMHU ICHYBaHHS €JIEKTPUYHOTO CTPYMY €:HasBHICTb BIIbHUX
3apsAIKEHUX YACTUHOK; HAsIBHICTb JKEpena CTPyMY, 1110 CTBOPIOE €JIEKTPUYHE TOJIE,
N SIKOTO 3yMOBIIIO€ BIIOPSIAKOBAHUM pyX BUIBHUX 3apsPKEHUX YaCTUHOK;
3aMKHEHICTh €JEKTPUYHOrO Koja, W0 3a0e3nedye LUPKYISALII0 BUIBHUX
3apsAKEHUX YACTUHOK.

Cuna ctpymy - Lie (pi3UuyHa BETMUYMHA, 1110 XapaKTePU3Y€E IEKTPUIHHUMN CTPyM
1 YUCEIbHO JAOPIBHIOE 3apsANy, SKHH MPOXOAUTHh 4Yepe3 MONEpeuHuid mnepepis
OpoBiHUKA 3a OAuHMIIO yacy. Cuily cTpyMmy MO3HayaloTh cuMmBojioM | Ta

BU3HAYAIOTh 32 POPMYJIOIO:

[=-, (1.5)

1€ q - 3apsij, SIKUi MPOXOAMTh Yepe3 MONEepeyHuil mepepi3 NpoBiIHKUKA 3a yac t.

Opunung cunm ctpymy B CI - ammep: [ = 1 A.
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Enexrpuuna Hanpyra Ha IUISHII KoJTa - 11e (p13WYHa BEJIMYMHA, SIKa YUCEIIbHO
JOPIBHIOE POOOTI EIEKTPUIHOTO IO 3 MEPEMIMICHHS OJUHUIHOTO TTO3UTUBHOTO
3apsmy 1o 11k autstHI. Hanpyry no3nadarots cumBosioM U 1 B 3arajibHOMY BUTIAIKY

BU3HAYAIOTH 32 (HOPMYJIOIO:

ne A - poborta, Ky BUKOHYE (200 MOXKE BUKOHATH ) €IICKTPUYHE TTOJIE 3 IePEMIIICHHS

3apsiIy g MO JaHii IUISHIN KoJja.

Enextpuunuii onip — ue ¢pi3M4Ha BEIUUYNHA, KA XapaKTEPU3Y€E BIACTUBICTD
OPOBIJHUKA TMPOTUIIATH NPOXOPKEHHIO EJIEKTPUYHOro cTpymy. OnauHuIs
enekrpuyHoro omopy B CI — Om. Omip mnpoBiJHUKA, AKHUM Ma€ HE3MIHHUHN

NONEPEYHUN NIepepi3, TOPIBHIOE:

R=p- (é) (1.7)

Je p - MUTOMUNA OMIp PEUYOBUHU, 3 SIKOT BUTOTOBJICHHM MPOBIAHUK; | - TOBXKHMHA

MPOBIJHUKA; S - TJIOIIA MONEPEYHOTO Mepepi3y MPOBITHUKA.

3/1aTHICTh PEYOBUHU MPOBOJUTU CTPYM IOB’si3aHa 3 JIBOMa OOCTaBHHAMM.
[lo-nepie, BOHa 3aleXUTh BiJ TOTO, CKUIBKA B 1 cM3 pEYOBUMHH MICTUTHCA
YAaCTUHOK, W0 TEPEHOCSAThb 3apsA/ud, — €JEKTPOHIB 4M 10HIB. Llsg BenuunHa
HA3MBAETHCS KOHIICHTpAIll€l0 HOCIiB 3apsny. [lo-mpyre, BoHa 3alneXuTh Bijl
PYXJIMBOCTI HOCIiB 3apsiy, TOOTO BiJl TOTO, 3 SIKOIO IIBUJKICTIO MEPEMIIIYIOThCS
HOCIT IPH HAMPY>KEHOCTI TOJIA, 10 CKIIAJIAE .

Yum Oiblle KOHLEHTpALlisd HOCIIB 1 YUM BOHM PYXJIMBILI, TUM MEHLIE OMIp
pedyoBUHU. B MeTanax KoHIIEHTpallis HOCIiB (BUIBHUX €JIEKTPOHIB) JTy’K€ BEJMKA:
npubIM3HO Ha 1 aTOM MeTajia MpUXoauThes | BUTbHUI eNeKTpoH. B enektpositax
KOHIIGHTpAIlisl HOCIiB — JOJAaTHUX 1 BIJ €EMHUX 10HIB — HabaraTo MEHIIA, HIX

KOHIICHTpAIisl BUIbHUX €JIEKTPOHIB B MeTasiaXx. KpiM TOro, pyXJIMBIiCTh €JIEKTPOHIB
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B MeTasax (0coOIMBO, B YHCTUX METajlaX, KpUCTaJIiuHa TpaTKa sIKUX HE CIIOTBOPEHa
aTOMaMH JIOMIIIOK), Ha0arato Oulbllla PyXJMBOCTI 10HIB B €NEKTpoJiTax. Tomy
MATOMUM ONIp METaliB 3HAYHO MEHINE, HDK eJIEKTpodiTiB. B i13omsaTopax Hocil
3apsAaiB a00 BiACYTHI (HEMae HI BIIBHUX €JICKTPOHIB, HI 10HIB) a00 PYyXJIMBICTH
HOCI1B (10HIB) OJIM3BKA 710 HYJISL.

SK1110 HasSBHICTh CTPYMY B PEUOBHHI HE BIUIMBAE HI HA KOHIICHTPAIIIO HOCIIB,
Hl Ha IX PYXJIMBICTb, TO MUTOMHI OIIp PEYOBHHHU, & OTXKE, 1 OMIP MPOBITHUKA HE
3aJIeXKUTh Bl CTpyMy. B mpomy Bumaaky 3axkoH Oma n00pe CHpaBIKyeEThCS.

[MpuknagaMu TaKMX PEYOBUH € METAIU Ta eNIeKTpoiTh [1].

1.5 BucHoBxku

VY ornsgmoBiii YacTUHI JUIUIOMHOI poOOTH OyJlO PpO3rsSHYyTO OCHOBHI
TEOPETUYHI TOJIO’KEHHS, IO CTOCYIOThCS €JEKTPUYHOTrO NOJIs, piBHsAHHSA Jlaraca,
BJIACTUBOCTEN TapMOHIYHUX (YHKUIA Ta eleKTpu4yHoro crpymy. I[lpoBenenuit
aHaJIi3 MoKa3a., 1110 eJIEKTPUYHE MOJIe € OJIHIEI0 3 (hyHAaMEHTATBHUX (HOpM MaTepii,
qyepes3 Ky 3IMCHIOETBCS B3aEMOJIS MK 3apsKEHUMH YacTUHKaMu. OCHOBHUMU
XapaKTEPUCTHUKAMU E€JEKTPUYHOTO TOJIsi € HaIlpy>KEHICThb 1 NOTEHILIal, fAKi
BU3HAYAIOTh EHEPTETUYHI Ta CHJIOBI BIIACTUBOCTI TTOJISL.

byno BcTaHOBIEHO, IO JUIsI OMHUCY €JIEKTPOCTaTUYHUX MPOLECIB Yy
0e33apsaaIHuX 00JIacTSIX BUKOPUCTOBYETHhCS piBHSHHS Jlaruiaca, sike € OJHUM 13
0a30BUX PIBHAHb MaTeMaTU4yHOI (Pi3uku. PO3B’SI3KK 1IHOTO PIBHSIHHS — FApMOHIYHI
¢GyHKLIT — MarmTh BaXJIWBI BJIACTUBOCTI, 30KpeMa BIJIACTUBICTb CEPEAHBOTO
3HAYEHHSI, MPUHIUI MaKCUMYMY, JIHIHHICTh Ta aHATITUYHICTh. [{aH1 BiIacTHBOCTI
3a0€3MeYy0Th MOXKJIMBICTH TOYHOTO MAaT€MaTUYHOTO OMHKCY EJIEKTPOCTATUIHHX
TIOJIiB 1 CTBOPIOIOTH OCHOBY JIJISI 3aCTOCYBaHHS aHAIITUYHUX Ta YNCEITHHUX METOIIB
MOJICTIOBaHHSI.

PosrnsHyTa Teopema €AMHOCTI PO3B’SI3KYy MIATBEPKYE, IO 3a 3aJaHUX
IPaHUYHUX YMOB pO3MOAUT MOTEHIaly BH3HA4YA€ThCs OJAHO3HA4yHO. lle Mmae

BOKJIMBE MIPAKTUYHE 3HAYEHHS JJIS 1H)KEHEPHUX PO3PaxyHKIB, OCKIJIBKUA TapaHTYeE
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JIOCTOBIPHICTh PE3YyJIbTATIB MOJIETIOBAHHS €JICKTPUYHUX IOJI1B.

Takox y po6oTi Oyno mpoaHadi30BaHO MOHATTA E€JIEKTPUYHOTO CTPYyMY Ta
JOr0 OCHOBHI XapaKTEpUCTUKU: CUILy CTPyMY, HAlpyry Ta €JIEKTPUYHHMNA OTip.
BcraHoBieHo, 10 MPOXOMKEHHS CTPyMy B TMPOBIIHHUKAX 3aJ€XKHUTh BiJ
KOHIIEHTpAIlli Ta PyXJMBOCTI HOCIIB 3apsidy, a €NEeKTPUYHUN OMip BU3HAYAETHCS
(13MYHUMHU ~ BJIACTUBOCTSIMM ~ MaTepiajly Ta TIE€OMETPUYHMMM IapaMeTpamu
npoBigHuKa. Po3rimsiHyTo Pi3nyHy NpuUpoAy MPOBIAHOCTI METAIIB, €NEKTPOJITIB Ta
130JITOPIB, a TAKO)K YMOBH BUKOHAHHS 3aK0oHY OMma.

OTxe, TPOBENEHUI OIJAJ TEOPETUYHUX OCHOB JO3BOJIsIE CHOpPMYyBaTH
HEOOX1IHY HAyKOBY 0a3y JJisl IOJAJIBIIOTO JTOCTIKEHHS €JIEKTPUYHUX MPOLECIB,
MaTEMaTUYHOTO MOJICIIOBAHHS €JIEKTPUYHUX IOJIB Ta aHaII3y XapaKTepUCTHK
€JIEKTPOTEXHIYHUX cucTeM. OTpuUMaHl TEOPETUYHI BIJIOMOCTI € OCHOBOKO IS

BUKOHAHHS MPAKTUYHOI T PO3PaXyHKOBOI YaCTUH JUIIJIOMHOI POOOTH.
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2 METOANYHA YACTHUHA

2.1 BerynHi 3ayBaskeHHsI

['-moxi6Ha mpoBigHA MIACTHHA € TEOMETPUIHOIO KOH(DIrypaIli€ro, 1o 4acTo
TPaIUISIEThCS B THAKEHEPHHUX 3aCTOCYBAHHSX, 1€ PO3MOILI CTPYMY, TEILJIOBIIBEICHHS
Ta €NEKTPUYHUHN OIIp € KPUTUYHO BAXJIMBUMH YMHHUKaMH. TouHe 0OUYuCIeHHS 11
onopy mnoctiiHomy crpymy (DC) € HeoOXiaAHUM A1 MOJEITIOBAHHS MPOTIKAHHS
CTPYMYy B HEPETYJISIPHUX T'€OMETPIsiX, IS SAKUX CTaHIAPTHI aHAMITHYHI (POPMYIIH
JUIsl TIPSAMOJIHIMHUX TPOBIOHUKIB € HENpPUAATHUMHU. 3a3BU4Yail, L€ NOTpedye
3aCTOCYBAaHHS YHCEIbHUX METOMIB, TAaKUX SK METOJ CKIHYCHHHX EJIEMEHTIB,
KoH(pOpMHE BioOpaskeHHs a00 MojieIroBaHHs MeTo oM MonTe-Kapio [2].

['-moai6H1 MpOBIAHI AOPIKKH IIUPOKO BUKOPUCTOBYIOTHCA IS MEpEIaBaHHS
CUTHATIB 1 PO3MOAUTY HUBJICHHS B KOMIIAKTHHX EJIEKTPOHHUX CXEMax. 3HaHHS
BenuunHU DC-onopy Jae 3MOry OLIHIOBATH NAaJIHHS HAIpyrH, TEIJIOBI BTPATH Ta
3arajibHy HaJIHHICTh CUCTEMHU. Y 3aCTOCYBAHHSAX 13 BEIMKUMH CTPYMaMU Takui
aHai3 jornoMarae 3amo0iraTv JOKaJIbHOMY MEPETpiBaHHIO Ta eJIeKTpoMirpaiii B
KyTOBHX JUISHKAX 13 MiJBUIIICHOIO TYCTHHOO cTpyMy [3].

VY wmikpoenekTpoHiii [-mogibHi pe3ucTopu 3 MOMKPEMHII0 a00 METalIeBUX
IUTIBOK 3aCTOCOBYIOTH ISl ONTHUMI3allli BUKOPUCTAHHSA Tuionll kpuctana. TouHui
PO3paxyHOK OIMOPY € BKpail BAKJIUBUM JJIsI HAJAIITYBaHHS ITapaMeTPiB aHAIIOTOBHUX
CXEM 1 CEHCOpIB, a TaKOX JJIsi KOHTPOJIIO TEXHOJIOTIYHOTO MPOIECy IMMija dYac
BUPOOHMIITBA HAIMIBIPOBIHMKIB, 1€ MOBEPXHEBUU OMIP € OJHUM 13 KIFOYOBHX
MOKAa3HUKIB SKOCTI TOHKUX MJT1BOK. [1010H1 MipKyBaHHS CTOCYIOThCS i BOY1TOBaHHX
pesuctopiB  y LTCC-migknankax (low-temperature co-fired ceramic -
HU3BKOTEMIIEpATYpPHA CYMICHO BHUIIAJIIOBaHA KepamiKa), 110 BUKOPUCTOBYIOTHCS B
KOHCTPYKITISIX CEHCOPIB Ta IiICUITIOBAYiB.

I'-moniOHa miacTUHA TAaKOX CIYrye 0a30BOK0 MOJEIUIIO JJISt JOCHIIKEHHS
BIUTUBY TEOMETPUYHHMX TMapaMeTpiB, TaKUX SIK KyT 1 JIOBKMHA CErMEHTIB, Ha

KOHTaKTHHU omip. Y MPUKIQAHOMY eIeKTpoMaraeTusmi I -moi6H1 3a3eMiTroBabH1
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€JIEKTPOIU BUKOPUCTOBYIOTHCSA IJIs MOJIIIIEHHS PO3TIKaHHS CTPyMY B IpyHTI. Kpim
toro, ['-momiOHiI KoHIrypallii eIeKTpOoiB 3yCTPIYalOThCA B EJIEKTPOCTATUYHHUX
CUCTEMaxX - HaINpUKIaJ, Y KOMIAKTHUX BIIXWIIOBAJIbHUX MACHBAaX CHUHXPOHHHX
CTPYMEHEBHUX MPHUHTEPIB, JI¢ MepeKkpuBHI [-moi0HI MeX1 BU3HAYAIOTh PO3IMOALT
eJICKTpUIHOTO T10J15 [4,5].

3 TeopeTUYHOro TOUukH 30py ['-1ogiOH1 00J1acTi € eTaJIOHHOIO 3aJa4ueio s
NEPEeBIPKH YUCETbHUX Ta aHATITUYHUX METO/IIB TeOopii moTeHuiaty. 3aaaya Jlamaca
B TaKiil 06J1acTi MOKe OyTH PO3B’s3aHa 3a IOMOMOTOI0 IHTETpajIbHUX (POPMYITIOBaHb
13 CHHTYJSIpHUMHU (YHKIISIMH, TOJII SIK PO3MOJILI 3apsily MOXE aHalli3yBaTHCA 3a
JIOIIOMOT' 00 AITOPUTMIB Momnte-Kapio OCTaHHBOT'O IIPOXOKCHHS.
EnexTpokineTnuHui TpaHcnopt y ['-moaiOHMX MiKpoKaHallax Mij JI1€10 MOCTIHHOTO
CIIEKTPUYHOTO TOJISI TaKOX OyB TMPEAMETOM YHCICHHUX EKCIIEPUMEHTAIbHUX 1
TEOPETUYHUX JOCIIKEHB, 0 JEMOHCTPYE IIHUPOKY PEIEBAHTHICTD III€] TEOMETPIi
B Pi3HHMX (PI3UYHUX Ta IHKEHEPHUX KOHTEKcTax [6, 7].

Jly>ke 4acTo HeOCBIYEH1 HAYKOBII HAMararTbcs o0uncautu omip I'-noaioHoi
IUTACTUHY, 3aMIHIOIOYM 11 BUIPSIMICHUM aHAJIOrOM 1 3aCTOCOBYIOUM BIJOMI
dbopmynu 11 IPSIMOJIHIKHOTO MPOBIHUKA 31 cTpyMoM. Hacnipapi sk enekTpuyHe
noJjie B Takid MJIACTUHI € HEOJHOPITHUM 1 3MIHIOETHCS Bl TOUKH 10 TOUYKHU SIK 32
BEJTMYMHOIO, TaK 132 HAMPAMKOM. BoiHOYAaC, 4acTo TyHAIOTh MUTaHHS PO TE, SIKUM
YUHOM BIJIXWJICHHS BiJI OJHOPIJHOCTI TOJISI MarOTh BIUIMBAaTH Ha OOYMCIICHHS
CJIEKTPUYHOTO O1opy. [leski acexkTu i€l mpoOaeMu BKe PO3TIIsIaIkCs B HAyKOBO-
TeXHIYHiM JiTeparypi [8, 9, 10].

Huwxue Mu mociaiguMo eJIeKTpuyHI BIAcTUBOCTI [-moniOHOI MpoBiIHOI
miacTUHU. Po3rmsin i€l 3aavi € akTyalbHUM ISl peallbHUX APYKOBAHHMX ILIAT
(PCB) Ta iHTEerpasIbHUX CXE€M, JIe MPOBIIHI TOPI>KKK YaCTO MarOTh Npsimi KyTu. Lle

TAKOK BAXKIIUBO I PO3PaxXyHKIB OMOPY TOHKOIUTIBKOBUX KOHTAKTiB [11, 12, 13].
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2.2 TlocranoBka 3aaadi. /IBoBumipHe piBHsiHHsa Jlaniaca ta kpaioBi

YMOBH

Posrnsaemo I'-noiOHy npoBiAHY IJIACTUHY CTAJIOT TOBIIMHY ¢ 3 OJTHOPITHUM
TUTOMHUM oropoM p. KokHe 3 TBOX 0JIHAKOBHX TUICUSH Ma€ TOBXKUHY L /2 1 MUpuHY
a (a <L/2). Mix 1BoMa KiHIIMHU TUIACTHHU MPUKIIAIACHO CTaly Hampyry V, sk
noka3zaHo Ha puc. 2.1. OCKiIbKM TOBUIMHA TUIACTUHU € MAajol0 MOPIBHAHO 3 1l

pO3MipaMu B ILJIOIIKHI, 3a/1a4y MOYKHA PO3TJISIATH SIK TBOBUMIPHY.

C~

b2

L/2

Pucynox 2.1 — I'eomeTtpis 3a1a4i

VY cramioHapHOMY pPEXHMI TIOCTIHHOTO CTPYMYy HAKOTMYCHHS 3apsiay
BCEpeNrHI TMPOBIAHMKA BiACyTHE. Tomy enexkTpuuHui moTeHmian P(x,y)

3aJI0BOJIbHSIE IBOBUMIPHOMY piBHSIHHIO Jlamaca:
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A N d%d
~ 0x2  0y?

AD = 0. (2.1)

['pannuni yMOBH Oe3MOcCepeHO BHUILUIMBAIOTH 13 (I3MYHUX OOMEXKEHb,
HaKJIaJIeHUX Ha cuctemy. JIBa KiHII IJIACTUHU MIATPUMYIOTHCSA TPU (HIKCOBAHHUX

SHAUYCHHAX CIICKTPUYIHOI'O HOTGHHiaHy, o IIPpU3BOAUTL OO0 TPaHHYHHUX YMOB

Hipixie:
d(L/2,y) =0 0<y<a), (2.2)
d(x,L/2) =V (0<x<a), (2.3)

Vi 1HII11 MeXI1 € eJIEKTPUYHO 13071p0BaHUMHU. Lle 03Hauae, 1m0 yepe3 O14H1 TOBEPXHI
HE NPOTIKAE CTPyM 1, BIANOBIAHO, HOPMaJIbHa KOMIIOHEHTa HAMpPYy>KEHOCTI

€JIEKTPUYHOIO MOJS Ha IUX MeXax oOepTaeTbcsi B HYJb. BUKOpUCTOBYIOUH

. . = . 3
criBBlIHOMIEHHA E = —V®, 1m0 ymMOBY MOKHa 3alMCaTH y BUIVISAl TPAHWUYHOI

ymoBHu Heimana:

0P
on

i€ 71 — 30BHIIIHIM HOPMAILHUI BEKTOP 0 MEXKI.

0, (2.4)

Xoya Hall aHalli3 CTOCYEThCA JIBOBUMIPHOTO HAOJMKEHHS, OTPUMAaHI pe3yJbTaTh
OJIHAKOBOIO MIpPOI0 € 3aCTOCOBHHUMH U JIO TOBCTOI MPOBITHOI TIUIACTUHU 3
€JIEKTPUYHO 130J1bOBAHMMHU BEPXHBOIO Ta HIXKHBOIO TOBEPXHAMHU. Y IIbOMY BUIIAAKY
rpannyHi ymoBu HeliMana 3a0e3medyroTh OJHOPIAHICTH TOTEHINATY B3JIOBXK

TOBIIWHY, 2 TPUBUMIPHA 3a/1a4a TOYHO 3BOJUTKLCS 0 TBOBUMIPHOI.
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2.3 MeToauka po3paxyHKy eJJeKTPUYHOT0 ONOPY IIACTUHKH

ITicis BU3HAYECHHS CIICKTPUYIHOTI'O HOTGHHiaJIy CICKTPUYHC II0JIC BCCpe,ZH/IHi

IJIACTUHU 3HAXOOUTHCA SK.

i
Il

—Vo. (2.5)

Horo MOAYJb 3a4a€THCs BUPA3ZOM.

£= )+ ()" (26)

['yctiHa cTpyMy mMOB’si3aHa 3 €JICKTPUYHUM TOJEM JUQPEPEHIIATBHOIO

dbopmoto 3akony Oma:

o)

(2.7)

~y
Il
QIR

[loBHMI CTpyM, WO TMPOTIKAE Yepe3 IUIACTUHY, MOXXHA OTpHUMAaTH
IHTETPYBaHHSIM HOPMaJIbHOI KOMIIOHEHTH TYCTHMHHM CTPyMy 3a JOBUIBHUM

MIOIIEPEUYHUM IEPEPIZOM, SIKHUH 3’ €JHYE ABaA €IECKTPOIN:
2

- 1 - -
=fj-ds=—fE-d5, (2.8)
S S

VY cramioHapHOMY pEXHMI TOCTIHHOTO CTPYMY 3aKOH 30€peKeHHs 3apsiay
IpUBOAUTE 10 yMoBU V:7 =0, a omKe, MOBHUI cTpyM | He 3aleXuTh Bin
KOHKPETHOTO BUOOPY MOTIEPEYHOTO TIepepizy S.

JIist 3pydHOCTI 00YMCIUMO CTpyM Ha Mexi X = L/2 nme enekTpudHuit

noTeHIIaT € ()IKCOBAHUM 1 IOPIBHIOE HYIIO. Y 111l 001aCTi €KBIMOTEHITIAIbHI JIIHIT
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NEPIEHIUKYIAPHI A0 MEXI1, a eJIeKTPUUHE TOJIE € CTPOrO MapayieIbHUM JI0 OCI X.
BHacni10k 1[bOTO BHECOK Y CTPYM A€ JIUIIE X-KOMIIOHEHTA €IEKTPUYHOTO MOJISL.
bepyuu 10 yBaru craigy TOBIIMHY IUIaCTUHU t, BUpa3 JJIsl CTpyMy HaOyBae

BUTJISIY.

/= tjaaCD
- pl, ox

Toni enextpuunuii omip I'-1oa16H01 IACTUHN 3HARJETHCS SIK:

Lay. (2.9)

X=§

R =

%
- (2.10)

2.4 MeToa CKiHUEHHX €JIEMEHTIB

Meron ckinueHHux eneMeHTiB (MCE) — 1e nonyJisipHUlA METOJ YMCIOBOTO
po3B's3aHHsT U(epeHIiaTbHUX PIBHSHb, 1110 BUHUKAIOTH B 1HXEHeEpili Ta
MaTeMaTHIYHOMY MOJIeJItOBaHHI. THUMOBI TpoOjeMHl 00JacTi, IO MPEACTaBISIOTh
IHTEpeC, BKIIOYAIOTh TPAIULINAHI Taly3l CTPYKTYpPHOIO aHali3y, Telionepenayl,
MOTOKY PpIAWHM, MAaco-TIEPEHOCY Ta EJIEeKTPOMAar”iTHoro moTeHrary. Jlus
BUKOHAHHS HEOOXIIHHMX PO3PaxyHKIB 3a3BUYail BUKOPUCTOBYIOTHCS KOMIIFOTEPH.
3aBASKHA BUCOKOIIBUIKICHAM CYNIEPKOMII'TOTEpaM MOKHA JTIOCATTH KPAIUX PIlICHb,
1 BOHU 4acTO NMOTPIOH1 /TSl BUPIIICHHS] HAMOUTBIITUX 1 HAMCKIAIHIIIUX TIPOOIIEeM.

MCE — ne 3arajJbHUi YHUCJIOBHM METOJA pO3B's3aHHA AU(epeHIiaTbHUX
PIBHSIHb 3 YaCTUHHUMH TMOX1THUMH Y JIBO- a00 TPU-TIPOCTOPOBUX 3MIHHHX (TOOTO
JeSKUX KpanoBuX 3a/1a4). Takox ICHYIOTh JOCIIKEHHS 1110710 Bukopuctanus MCE
JUIs pO3B'si3aHHs OaraToBUMipHUX 3anad. Jlns po3s'szanns 3amaui MCE nonuise
BEJIUKY CHCTEMY Ha MEHIII, MPOCTIII YaCTHHH, SIKI HA3WBAIOTHCS CKIHYCHHUMU
eneMeHnTamu. Lle mocsiraeThcs 3a TOMOMOTOIO TIEBHOI AMCKPETH3AIlii MPOCTOPY Y

BUMIpax MPOCTOPY, AKa peali3yeThCs NUIIXOM NOOYAOBH CITKM 00'€KTa: YUCIOBOI
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obsacTi Aysi po3B'sI3Ky, KA Ma€ CKIHYEHHY KUIBKICTh TOYOK. DOpMyIIOBaHHS
KpaiioBoi 3amaui 3a gomomoror0 MCE 3pemrToro mMpu3BOAUTH O CHUCTEMHU
anreOpaiyHuX piBHSAHb. MeETOa ampoKCUMY€E HEBiIOMY (YyHKIIO Haja o00JacTio
Bu3HavyeHH:.[3] [IpocTi piBHSIHHS, 110 MOJETIOIOTH I1I CKIHUEHH1 €JIEMEHTH, MOTIM
30HparoThCsl B OUIBITY CHCTEMY PiBHSIHB, sika MoAeioe BCio 3amady. [lorim MCE
aIPOKCUMY€E PO3B'SI30K, MIHIMI3YIOUM TOB'SI3aHy 3 HEK (YHKIIIO MOXUOKH 3a
JIOTIOMOT'O0 BapiarifHOTO YUCIICHHS.
IToin 1101 061aCTI HA MPOCTII YaCTHHU MAa€ KiJIbKa IepeBar:

® TOYHE B1IOOPAKEHHSI CKJIAIHOI T€OMETPIi;

® BKJIIOYCHHS PI3HOPIIHUX BIACTUBOCTEH MaTepialis;

® JIeTKe MPEeCTaBICHHS MTOBHOTO PIIlICHHS,

® 3aXOIUICHHS JIOKAJIbHUX €(EKTIB.

TunoBuit MiAXiJ 010 BAKOPUCTAHHS METOJTY BKIIIOUAE TaKi KPOKHU:

1. PozninenHs oGnacti 3amadl Ha HaOlp Mi-JOMEHIB, NPUYOMY KOXHA ITiJI-

JIOMEH MPEeICTaBICHUN HAOOPOM PIBHSIHB €JIEMEHTIB JJIsl BUX1IHOI 3a1a4l.

2. CuctemaTuyHe pEKOMOIHYBaHHSA BCiX HAOOpIB pIBHSAHb EJIEMEHTIB Y

TI00ANBbHY CUCTEMY PIBHSHB JUTSI OCTATOYHOTO PO3PAXYHKY.

['mobGanbHa cuctemMa piBHSIHb BUKOPUCTOBYE B1JIOMI METOAM PO3B'SI3aHHS Ta MOXKE
OyTu oOuHnceHa 3 MOYaTKOBUX 3HAYEHb BUX1HOT 3a/1a4il JJIsi OTPUMAHHS YHUCIOBOT
BIIITOBII].

Ha nepmmomy kporii Buile, e1eMeHTapHI PIBHSIHHS — 1€ TPOCTI PIBHIHHS, SKi
JIOKQJIbHO aNpOKCHUMYIOTh BUXIJHI CKJIQIHI DPIBHSHHS, IO JOCHIKYIOTHCS, JI€
BUXIJHI PIBHSHHS YacTo € Ju(epeHliaIbHUMHA PIBHSAHHIMH 3 YaCTUHHUMU
noximaumu (JJUIT). Jlns mosicHeHHs ampokcuMariii I[bOTO MPOIECy 3a3BUYail
BBOJUTHCSE MeTol cKiHueHHuX eneMeHTiB (MCE) sax okpemuii BUIIQTOK METOMY
["anbopkina. Ilporec, MOBOIO MaTeMaTHKH, TMOJSTa€ B MOOYIOBI 1HTErpaiga Bij
CKaJISIpHOTO AOOYTKY 3aJIMIIKY Ta BAaroBUX (DYHKII1H; MOTIM BCTAHOBJICHHI 1HTErpaja
piBHUM Hym0. [IpocTumu cimoBamu, IIe mpoleaypa, fKka MIHIMI3YE TMOXHUOKY

anmpoKcUMaIli MUIIXoM MmAroHKu mnpooHmx ¢yHkmid mo AUIL. 3amumox — e
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NMoxXuoOKa, CipuuYrHEeHa MPOOHUMH PYHKIIISIMHU, a BaroBi GyHKIIIT — 11€ TTOJTIHOMIaJIbHI
anpokcuMariiii QyHkuii, sKi MpoexkTyroTh 3anumok. [Ipouiec BHUKIIOYae BCi
npoctopoBi noxigui 3 JUII, takum yunoMm ampoxcumyroun JIUII nokansHO 3a
JOTIOMOTOI0 HACTYITHOTO:

e Habip anreOpaiyHUX PIBHSAHB JJIS 33/1a4 CTAI[IOHAPHOTO CTaHYy;

e Habip 3BUYAWHUX AU(EpeHIIaTbHUX PIBHAHb [UIsI 3a7ad IepeXiTHuX

MIPOIIECIB.

[{i HaGopu pIBHAHb € E€JIEMEHTAPHUMH DPIBHIHHSAMHU. BOHU € NMiHIHHUMU, SKILIO
0a3oBe audepeHIiaabHe PIBHSIHHSA B YaCTKOBHUX IMOXITHUX € JIHIMHUM, 1 HaBIIaKH.
HaGopu anreOpaiyHuxX piBHSHb, 10 BUHUKAIOTh Yy CTaI[lOHAPHUX 3ajadax,
PO3B'SI3YIOTBCA 3a JIONMOMOTOI0 YHCIOBUX JIiHIHHO-anreOpaiunnx MeroaiB. Ha
BIJIMIHY BiJl IIOTO, HAOOPU 3BUYAWHUX AU(EpEeHITIaTbHIUX PIBHIHB, 1110 BUHUKAIOThH
y IIEPEXIAHIUX 3a/a4aX, pO3B'I3yI0ThCS YHUCIOBUM IHTEIPyBaHHIM 3 BUKOPUCTAHHSAM
CTaHJApTHUX METOJIIB, TaKuX sk MeTo Einepa abo metoau Pynre-Kyrru.

Ha ngpyromy kporii, omucaHoMmy BwHIle, IJIoOajibHa CHCTEMa pPIBHSHb
TeHEePYETHCS 3 PIBHAHD €JIEMEHTIB IIJIIXOM MEPETBOPEHHS KOOPIUHAT 3 JIOKAJIBHHUX
BY3JIB MiJ-IOMEHIB y TJI00aNIbHI By3/1H JoMeHy. lle mpocropoBe mepeTBopeHHs
BKJIIOYA€E BIJMOBIAHI KOPUTYBAHHS OpI€HTAIlli, IO 3aCTOCOBYIOTHCS CTOCOBHO
OMOpPHOT cHcTeMU KoopAwHAT. lIporec YacTo BUKOHYETHCS 3a JIOMOMOTOIO
nporpamHoro 3atesneueHHss MCE 3 maHuMu koopauHat, 3reHepOBaHUMH 3 Mij-
JIOMEHIB.

Xo4va BakKKO Ha3BaTH J1aTy BUHaxoay meroay ckindeHHux pizauilb (MCE),
el MeTojJ BMHUK 3 HEOOXIIHOCTI BHPIIMIEHHS CKJIQJHMUX 3a/ad MPY>KHOCTI Ta
CTPYKTYPHOIO aHali3y B LHMBiIbHOMY Ta aBiauifiomy OymiBumuTsi.[7] Moro
PO3BUTOK MOKHa MPOCTSXHUTH 10 pobit Onekcanapa XpeHHikoBa Ta Pigapna
Kypanta Ha nouatky 1940-x pokis. llle onaum mionepom 0yB loannic Apripic. ¥
CPCP BrmpoBamxeHHs npakTUyHOTO 3actocyBaHHsA MCE 3a3Bruuaii moB's3yl0Th 3
Jleonapnom OranecsHoM. Bin Takox OyB He3asnexxHo nepeBinkputuil y Kurai den

Kanrom nampukinmi 1950-x Ta Ha nouatky 1960-X pokiB Ha OCHOBI pO3paxyHKIB
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KOHCTPYKIIIH gaM0, A€ HOro HasuBalld «METOJOM CKIHYEHHUX PI3HMIIBY, IO
0a3yeTbcsl HA MPUHIMIIAX Bapiallii. Xo4a MiaXxoau, M0 BUKOPUCTOBYIOTHCS UMM
MiOHEpaMH, pi3Hi, BOHU MAalOTh OJIHY CIUJIbHY CYTTEBY XapaKTEPUCTHUKY:
JTUCKPETHU3AIIIIO CITKU Oe3mepepBHOT 00J1acTi Ha HAO1p AUCKPETHUX MiA-TOMEHIB, SIKi
3a3BMYail HA3UBAKOTh CJIEMEHTAMH.

PizHi cmemiamizaiii B paMkKax AUCHUINIIHA MAaIIMHOOYAyBaHHS (Takl sK
aBlaiiiHa, OloMexaHiYHA Ta  aBTOMOOLTbHA  MPOMHCIOBICTH)  3a3BHYail
BUKOPUCTOBYIOTh IHTETpOBaHUM MeToa ckiHueHHux enemeHTiB (MCE) 'y
MPOEKTYBaHHI Ta po3podI cBoei mpoaykiii. Kinmbka cydacHux mnakeriB MCE
BKJIIOYAIOThH crielU(iyHI KOMIIOHEHTH, TaKl SIK TEIJIOBI, €JIEKTPOMArHiTHi, PiaUHHI
Ta CTPYKTypHI poboui cepemoBuia. Y cTpykrypHomy wmojemtoBanHi MCE
HAJ3BUYAalHO JOMOMAara€e y CTBOPEHHI Bi3yali3allli »KOPCTKOCTI Ta MIIHOCTI, a
TaKOK MIHIMI3allli Baru, MaTepiaiiB Ta BUTPAT.

Lle# mOTy>XKHUI IHCTPYMEHT MPOEKTYBAHHS 3HAYHO MOKPAIIUB K CTAaHIApT
1HKEHEPHUX KOHCTPYKIIIM, TaK 1 METOIOJOrII0 IPOLEeCy MPOEKTYBaHHS B 0ararbox
MIPOMUCIIOBUX 3aCTOCYBaHHSX. BIpoBa/pKeHHS METONYy CKIHUCHHHX €JIEMEHTIB
(MCE) cyTTeBO CKOPOTHJIO Yac MPOXOKEHHS MPOAYKIIi BiJ KOHIEMI 10
BUPOOHMYOT JiHII. TecTyBaHHsI Ta po3poOKa Oyau MPHUCKOPEHI TOJOBHUM YHHOM
3aB/SIKA BJIOCKOHAJICHHIO MOYAaTKOBUX MpoToTumiB 3a gornomororo MCE. Takum
yuHoM, mnepeBaru MCE BKIIOYAalOTh MiJIBUIIEHY TOYHICTh, [OKpAIlCHE
MPOCKTYBaHHS Ta Kpalle PO3yMIHHS KPUTHUYHUX TapamMeTpiB MPOCKTyBaHHS,
BIpTyaJIbHE TPOTOTHIYBaHHS, MEHINY KUIBKICTh MPOTOTHUIIIB 0OJagHAHHS,
IIBUIIAA Ta MEHIII JOPOTHH ITUKJI MPOSKTYBAHHS, I ABUIIICHHS MPOTYKTHBHOCTI Ta
30UTBIIICHHS JOXO/IIB.

VY 1990-x pokax metoj ckiHueHHUX enemeHTiB (MCE) OyB 3anponoHOBaHMiA
JUTS BAKOPUCTAHHS B CTOXaCTHYHOMY MOJICTFOBAHHI JIJIST YMCEIBHOTO PO3B'sI3aHHS
Mojenel iMoBipHOocTer [14], a mi3Hime s ominku HamiiHOCTi. MCE 1mmpoko
3aCTOCOBYEThCSI NJIsl anpokcuMallii JudepeHliadbHuX PIBHSAHB, 110 OMHUCYIOTh
bi3uuni cuctemu. Lleir MeTon myxe MOMYJISIPHUN y CEPEIOBUII O0UUCITIOBATIBLHOT

T1ApOANHAMIKH, 1 1CHY€E 6araTo 3acToCyBaHb JJIs po3B's3aHHs piBHsIHL HaB'e-Ctokca
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3a nonomororo MCE.[15, 16, 17] OcranniMm yacom 3actocyBanHsi MCE 3poctae B
JOCTIPKEHHAX OOYMCIIOBANIBHOI TIa3MHU. bBynu 3amponoHOBaHi MEpCHEKTHBHI
YHCIJIOBI1 pe3ysibTaTtu 3 BukopuctanusiM MCE Juist MarHiToriipoAMHaMiKy, pIBHSHHS

Brnacosa Tta piBasaHs LLproainrepa.

2.5 BUCHOBKH

Y 1mpoMy po3nuli  PO3MNISHYTO  METOAWMYHI  OCHOBHM  JOCHIIKCHHS
eJEKTpUYHOTro omopy [-momiOHOT MpOBITHOT TUIACTMHM B PEXUMI TMOCTIHHOTO
ctpymy. Iloka3zaHo, 10 uepe3 CKJIagHy TE€OMETPII0 MPOBIJHUKA PO3MOJLI
€JIEKTPUYHOTO TMOTEHLIady Ta TYCTMHM CTPYMy € HEOAHOPIAHUM, TOMY
BUKOPUCTAHHSA CHPOLIEHUX (OopMysT g TOPSMOJIHIMHMX TMPOBIIHUKIB HE
3a0e3nedye 10CTaTHbOT TOYHOCTI pe3yJIbTaTiB.

CdopMysiboBaHO MaTeMaTUYHY IMOCTAHOBKY 3aJ1a4yl HA OCHOB1 JBOBUMIPHOTO
piBHsHHS Jlammaca ans eNMeKTPUYHOTO MOTEHINaTy 3 BiAMOBIAHUMH TPAHUYHUMH
ymoBamu [lipixae Ta Heiimana. OOrpyHTOBaHO 3aCTOCYBaHHS JBOBHUMIPHOTO
HAOM>KEHHS 1Sl TOHKOT MPOBIHOT IJIACTUHU Ta HABEJIEHO BUPA3H ISl BU3HAUCHHS
eJIEKTPUYHOTO TIOJIS, TYCTUHU CTPYMY, TIOBHOTO CTPyMY U €IEKTPUYHOTO OIOpPY
JIOCITIJIKYBAHOT CTPYKTYPH.

BcraHoBiieHO, 1110 BH3HAYEHHS MOBHOIO CTPYMY 4Yepe3 I1HTErpyBaHHS
HOpMaJbHOI KOMIIOHEHTH TYCTHHHM CTPyMY JI03BOJISIE KOPEKTHO BpaxyBaTu
HEOJHOPIAHICTh EJNEKTPUYHOrO ToJisi B 00jacTi mpsMoro kyra. Otpumani
CHIBBIIHOLIEHHSI CTBOPIOIOTH OCHOBY IS TNOJAJIBLUIOTO YHCEIBHOIO aHami3y
PO3MOUTY MOTEHIIAy Ta onopy [-1moaiOHO1 TIacTHHH.

Oxkpemy yBary mpuaiJieHO METOIY CKIHYEHHUX €JIEMEHTIB SIK €()EKTUBHOMY
YUCEJIbHOMY 1IHCTPYMEHTY JJIs PO3B’sI3aHHS KPAaHOBUX 3a/lay €JEeKTPOIPOBIIHOCTI.
Posrnsayro ocHoBHi npunmmnu MCE, eranu mauckpermsaiiii o6acti, mooyI0BU
CUCTEMHU aNreOpaiyHuX PiBHSAHD Ta OTPUMAHHS HaOIM>KeHOro po3B’s3Ky. [lokazaHo,

10 METOJ CKIHUEHHHUX EJIEMEHTIB 3a0e3Meuye MOXJIUBICTh TOYHOTO BpaxyBaHHS
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CKJIaJIHOI reoMeTpli, JIOKAIbHUX €(EKTIB 1 HEOJHOPIAHOTO PO3MOILTy (i3UYHUX
BEJIMYUH.

Takum umHOM, copmoBaHa MeTomu4yHaA 0aza JO3BOJISIE TIEPEHTH 10
YHCENIbHOTO MOJIeMtoBaHHs [-1mogiOHOT TUIaCTUHU Ta JOCHIDKEHHS BIUIMBY ii

TCOMETPUYHUX IMapaMeTPiB Ha BETUINHY €JICKTPUIHOTO OTOPY.
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3.  JOCJIIHUIBKA YACTHHA

3.1 Komm’1oTepHa nporpama /Jjisi IpoBeJAeHHsI YUCJI0BUX PO3PAXyHKIB

Ockutbku it cuctemMu  piBHSHB (2.1)-(2.4) He ICHye 3aMKHEHOTO
aHATITUYHOTO PO3B'SA3KY, MU PO3B'A3yBaNIH i1 YHUCIOBUM METOJOM. UMCIIOBY OIIHKY
SJIEKTPUYHOTO MOTEHITIATY Ta PO3MOAUTY oy B L-momiOHINM MPpOBIgHIN TIaCTHHI
Oy70 TMpOBEAEHO 3a JONOMOTOI0 MeTony ckiHdeHHuX eneMeHTiB (MCE),
3aCTOCOBaHOTO /10 piBHsAHHS Jlamnaca (2.1) 3 rpannunumu ymoBamu [lipixiie Ta
Heilimana. O6uncioBanbHa 001acTh OyJia BU3HAUYEHA SIK KBAJPAT 3 BUPI30M, a CITKa
Oyna aJanTUBHO YTOYHEHA MOOJM3Y pEe-€HTPAHTHOTO KyTa Ta B3JOBX MEX 3
(hiKCOBaHMMU MOTEHITIaTaMU /171 3a0€3MEeUEHHSI YUCITOBO1 CTab1IBHOCTI Ta TOUHOCTI
oOYHMCIEeHHs MOTOKY. {7l reHeparlii HeCTpYKTYypOBaHOI CITKH OyJI0 BUKOPHUCTAHO
TpiaHTyssio JlenoHe, micias 4oro Il KOXKHOTO TPUKYTHOTO elieMeHTa OyIio
310paHo JIOKAJIbHI MaTpULIl )KOPCTKOCTI HA OCHOBI I'PAAIEHTIB JIHIMHUX Oa3MCHUX
GyHKITIH.

['mobGanbHy po3pikeHy JHINHY cucTeMy OyJIo pO3B'Si3aHO 3a JIOMIOMOTOIO
po3piKkeHoro coyisep SciPy 3 1ogaBaHHSM J0JATKOBOTO Majoro J1arOHajbHOTO
YJIeHa peryJsapu3aliii s 3ano0iraHHs CHHTYJISIPHOCTI MaTpHIll KOPCTKOCTI. Bes
peanizailis 0yna po3pobieHa Ha Python 3 Bukopuctanusam 0i0miotek NumPy, SciPy
ta Matplotlib, mo 3a0e3nedye THY4YKICTh Y PO3AUTHHIN 3aTHOCTI CITKA Ta MOBHY
BIJITBOPIOBAHICTh YMCIIOBUX ekcrnepuMeHTiB [3]. Hmkue HaBeneHo mporpamMHuii
KOJ1, 3reHepoBaHui y cepeaopuiii Python:

Enhanced FEM solution of Laplace equation for an L-shaped conducting
plate.

Computes R* vs a/(2l) and visualizes potential distributions.

Domain: Omega = [0,1]x[0,I] \ (a,]x(a,!]
Author: Improved version, 2025



from dataclasses import dataclass
from typing import Tuple, Dict, List
import time

from pathlib import Path

import numpy as np

import scipy.sparse as sp

import scipy.sparse.linalg as spla
from scipy.spatial import Delaunay
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.tri as mtri

from matplotlib.figure import Figure

@dataclass
class MeshParams:
"""Parameters for mesh generation.™""
base n: int =150
strip_n: int = 150
corner_n:int=120
strip_width: float = 0.08
corner_size: float = 0.07

tolerance: float = 1e-9

@dataclass
class SimulationParams:
"""'Global simulation parameters.""""
I: float = 0.5 # half total length (21 = 1)

a_plot_values: List[float] = None

27
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a_curve_values: np.ndarray = None

mesh_params: MeshParams = None

def _ post_init__(self):
if self.a_plot_values is None:
self.a_plot_values = [0.05, 0.1, 0.3]
if self.a_curve_values is None:
self.a_curve_values = np.linspace(0.001, 0.15, 30)
if self.mesh_params is None:

self.mesh_params = MeshParams()

class LShapedMesh:

"""'|_-shaped domain mesh generator.

def __init_ (self, a: float, I: float, params: MeshParams):
selffa=a
self.l =1
self.params = params
self.points: np.ndarray = None

self.triangles: np.ndarray = None
def generate(self) -> Tuple[np.ndarray, np.ndarray]:

points_list =[]

# Coarse background grid
points_list.append(self._create_background_grid())

# Vertical refinement strip near x = |



points_list.append(self._create vertical_strip())

# Horizontal refinement strip neary = |

points_list.append(self._create horizontal strip())

# Corner refinement around (a, a)

points_list.append(self._create_corner_refinement())

# Combine and clean points
points = np.vstack(points_list)
points = self._remove_invalid_points(points)

points = self._remove_duplicates(points)

# Generate triangulation

triangles = self._triangulate(points)

self.points = points
self.triangles = triangles

return points, triangles

def create_background_grid(self) -> np.ndarray:
""""Create coarse background grid.™""

xs = np.linspace(0.0, self.1, self.params.base n)

ys = np.linspace(0.0, self.l, self.params.base n)

X, Y =np.meshgrid(xs, ys)

return np.column_stack([X.ravel(), Y.ravel()])

def _create vertical_strip(self) -> np.ndarray:

X0 = max(0.0, self.l - self.params.strip_width)



x_strip = np.linspace(x0, self.l, self.params.strip_n)
y_max = min(self.l, self.a + 0.03 + 0.25 * self.a)
n_y = max(40, int(self.params.strip_n * 0.6))
y_strip = np.linspace(0.0, y_max, n_y)

X, Y =np.meshgrid(x_strip, y_strip)

return np.column_stack([X.ravel(), Y.ravel()])

def create horizontal_strip(self) -> np.ndarray:
""""Create horizontal refinement strip neary = ."""
y0 = max (0.0, self.l - self.params.strip_width)
y_strip = np.linspace(y0, self.l, self.params.strip_n)
x_max = min(self.l, self.a + 0.03 + 0.25 * self.a)
n_x = max (40, int(self.params.strip_n * 0.6))
x_strip = np.linspace(0.0, Xx_max, n_x)
X, Y =np.meshgrid(x_strip, y_strip)

return np.column_stack([X.ravel(), Y.ravel()])

def _create_corner_refinement(self) -> np.ndarray:
"""Create refinement near corner (a, a).""
cx0 = max(0.0, self.a - self.params.corner_size)
cx1 = min(self.l, self.a + self.params.corner_size)
cy0 = max(0.0, self.a - self.params.corner_size)
cyl = min(self.l, self.a + self.params.corner_size)
x_corner = np.linspace(cx0, cx1, self.params.corner_n)
y_corner = np.linspace(cy0, cyl, self.params.corner_n)
X, Y = np.meshgrid(x_corner, y_corner)

return np.column_stack([X.ravel(), Y.ravel()])

def _remove_invalid_points(self, points: np.ndarray) -> np.ndarray:
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tol = self.params.tolerance
mask = ~((points[:, 0] > self.a + tol) & (points[:, 1] > self.a + tol))
return points[mask]

def _remove_duplicates(self, points: np.ndarray) -> np.ndarray:
"""Remove duplicate points."""
points_rounded = np.round(points, decimals=10)
_, unique_idx = np.unique(points_rounded, axis=0, return_index=True)

return points[np.sort(unique_idx)]

def _triangulate(self, points: np.ndarray) -> np.ndarray:

Generate Delaunay triangulation and filter invalid triangles."""

tri = Delaunay(points).simplices

# Remove triangles with centroids in removed square

centers = points[tri].mean(axis=1)

tol = self.params.tolerance

mask = ~((centers[:, 0] > self.a + tol) & (centers|[:, 1] > self.a + tol))

return trifmask]

class FEMSolver:

"""Finite Element Method solver for Laplace equation."™""

def __init_ (self, points: np.ndarray, triangles: np.ndarray,
a: float, I: float, tol: float = 1e-8):
self.points = points
self.triangles = triangles
selfa=a
self.l =1



self.tol = tol

self.n_points = points.shape[0]

def assemble_stiffness_matrix(self) -> sp.csr_matrix:

""" Assemble global stiffness matrix.

L3, V=1L [

for element in self.triangles:
Ke = self._element_stiffness(element)
for i_local, i_global in enumerate(element):
for j_local, j_global in enumerate(element):
l.append(i_global)
J.append(j_global)
V.append(KeJi_local, j_local])

return sp.coo_matrix((V, (1, J)),

shape=(self.n_points, self.n_points)).tocsr()

def _element_stiffness(self, element: np.ndarray) -> np.ndarray:

""""Compute element stiffness matrix.

p = self.points[element]
# Compute area using determinant
mat = np.column_stack([np.ones(3), p])

area = 0.5 * abs(np.linalg.det(mat))

if area <=0.0:

return np.zeros((3, 3))

# Shape function gradients



b = np.array([p[1, 1] - p[2, 1],
p[2, 1] - p[0, 1],
p[0, 1] - p[1, 1]1)

¢ = np.array([p[2, 0] - p[1, 0],
p[0, 0 - p[2, O],
p[1, 0] - p[0, O]I)

grad = np.column_stack([b, c]) / (2.0 * area)
return area * (grad @ grad.T)

def solve(self) -> Tuple[np.ndarray, np.ndarray, np.ndarray]:

K = self.assemble_stiffness _matrix()

# ldentify boundary nodes
idx_phiO0, idx_phil = self._find_boundary nodes()
dir_idx = np.concatenate([idx_phiO, idx_phil])
dir_vals = np.concatenate([
np.zeros(len(idx_phi0)),
np.ones(len(idx_phil))
)

# Solve reduced system

phi = self._solve_reduced system(K, dir_idx, dir_vals)

return phi, idx_phi0, idx_phil

def _find_boundary_nodes(self) -> Tuple[np.ndarray, np.ndarray]:

#phi=0onx=1,0<=y<=a
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1dx_phi0 = np.where(
(np.isclose(self.points[:, 0], self.l, atol=self.tol)) &

(self.points[:, 1] <= self.a + self.tol)

)]

#phi=lony=1,0<=x<=a

idx_phil = np.where(
(np.isclose(self.points[:, 1], self.l, atol=self.tol)) &
(self.points[:, 0] <= self.a + self.tol)

)I0]

return idx_phi0, idx_phil

def solve reduced system(self, K: sp.csr_matrix,
dir_idx: np.ndarray,
dir_vals: np.ndarray) -> np.ndarray:

free = np.setdiff1d(np.arange(self.n_points), dir_idx)

if free.size == 0:
phi = np.zeros(self.n_points)
phi[dir_idx] = dir_vals

return phi
Kff = K[free][:, free].tocsr()
Kfd = K[free][:, dir_idx].tocsr()

rhs_f=-Kfd @ dir_vals

phi_f = spla.spsolve(Kff, rhs_f)
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phi = np.zeros(self.n_points)
phi[free] = phi_f
phi[dir_idx] = dir_vals

return phi

class FluxIntegrator:

""""Compute flux integrals on boundaries.

def _init__ (self, points: np.ndarray, triangles: np.ndarray,
phi: np.ndarray):
self.points = points
self.triangles = triangles
self.phi = phi
self.gradients, self.areas = self._compute _gradients()

self.edge_map = self._build _edge_map()

def compute_gradients(self) -> Tuple[np.ndarray, np.ndarray]:
"""Compute gradient per triangle."""

n_tri = self.triangles.shape[0]

grads = np.zeros((n_tri, 2))

areas = np.zeros(n_tri)

for k, element in enumerate(self.triangles):

p = self.points[element]

mat = np.column_stack([np.ones(3), p])
area = 0.5 * abs(np.linalg.det(mat))
areas[k] = area
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if area <= 0.0:

continue

b =np.array([p[1, 1] - p[2, 1],
p[2, 1] - p[0, 1],
p[0, 1] - p[1, 1]1)

¢ = np.array([p[2, 0] - p[1, O],
p[0, 0 - p[2, 0],
p[1, O - p[0, O]I)

gradN = np.column_stack([b, c]) / (2.0 * area)
grads[k] = self.phi[element] @ gradN

return grads, areas

def build_edge map(self) -> Dict[Tuple[int, int], List[int]]:
edge _map = {}
for t_idx, element in enumerate(self.triangles):
edges = [(element[0], element[1]),
(element[1], element[2]),
(element[2], element[0])]
for i, j in edges:
key = (min(i, j), max(i, j))
edge_map.setdefault(key, []).append(t_idx)

return edge_map

def integrate_on_boundary(self, a: float, I: float,

boundary: str = 'x_equals_I') -> float:



If boundary =="x_equals_I":
return self._integrate_x_boundary(a, 1)

raise ValueError(f"Unknown boundary: {boundary}")

def _integrate x_boundary(self, a: float, I: float) -> float:

ulullntegrate normal flux onx = I, 0 <= y <= a.
total_flux = 0.0
tol = 1e-8

for (i, j), adj_tris in self.edge_map.items():
Xi, yi = self.points]i]

Xj, yjJ = self.points[j]

# Check if edgeisonx =1
if not (np.isclose(xi, I, atol=tol) and
np.isclose(xj, |, atol=tol)):

continue

# Check if edge is in valid y range
mid_y=0.5* (yi +vj)
if mid_y < -tol or mid_y >a + tol:

continue

if not adj_tris:

continue

edge_length = np.hypot(xj - xi, yj - yi)
grad_phi = self.gradients[ad]_tris[0]]
normal = np.array([1.0, 0.0]) # outward normal
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total_flux += np.dot(grad_phi, normal) * edge_length

return total _flux

class ResistanceCalculator:

Calculate dimensionless resistance R*."""

def __init_ (self, sim_params: SimulationParams):

self.params = sim_params

def compute(self, a: float) -> Tuple[float, dict]:

Compute R* for given a."""

t0 = time.time()

# Generate mesh
mesh_gen = LShapedMesh(a, self.params.l, self.params.mesh_params)

points, triangles = mesh_gen.generate()

# Solve FEM system
solver = FEMSolver(points, triangles, a, self.params.l)

phi, idx_phi0, idx_phil = solver.solve()

# Compute flux
integrator = FluxIntegrator(points, triangles, phi)

flux = integrator.integrate_on_boundary(a, self.params.l)

# Calculate R*

Rstar = -a / flux if abs(flux) > 1e-16 else np.nan



elapsed = time.time() - t0

results = {
'‘Rstar': Rstar,
flux': flux,
‘points': points,
‘triangles': triangles,
‘phi': phi,
'n_nodes'": points.shape[0],
'n_elements': triangles.shape[0],

'time": elapsed

return Rstar, results

class Visualizer:

"""Visualization utilities.""™

@staticmethod

def plot_potential(points: np.ndarray, triangles: np.ndarray,
phi: np.ndarray, a: float, Rstar: float,
save_path: Path = None) -> Figure:

triang = mtri. Triangulation(points[:, 0], points[:, 1], triangles)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(7, 6))
contour = ax.tricontourf(triang, phi, levels=60, cmap="viridis')

cbar = plt.colorbar(contour, ax=ax, label='0")
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ax.set_title(f'Potential @ for a/(21)={a:.3f}\nR*={Rstar:.6f}',
fontsize=12, weight="bold")

ax.set_xlabel('x', fontsize=11)

ax.set_ylabel('y', fontsize=11)

ax.set_aspect(‘equal’)

ax.grid(True, alpha=0.3)

plt.tight_layout()

if save_path:

plt.savefig(save_path, dpi=300, bbox_inches="tight’)

return fig

@staticmethod
def plot_resistance_curve(a_values: np.ndarray, R_values: List[float],
save_path: Path = None) -> Figure:
"""Plot R* vs a/(2l) curve.""
fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 6))

ax.plot(a_values, R_values, '-0', markersize=5, linewidth=2,
color="#2E86AB', markerfacecolor="#A23B72")

ax.set_xlabel('a/ (2l)', fontsize=12, weight="bold")

ax.set_ylabel('R*", fontsize=12, weight="bold")

ax.set_title('Dimensionless Resistance R* vs Geometric Parameter’,
fontsize=13, weight="bold")

ax.grid(True, alpha=0.3, linestyle="--")

plt.tight_layout()
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if save_path:

plt.savefig(save_path, dpi=300, bbox_inches="tight’)

return fig

def main():

""""Main execution function."""
# Initialize parameters
params = SimulationParams()

calculator = ResistanceCalculator(params)

# Compute and visualize sample potential fields
print("=" * 60)

print("Computing sample potential fields™)
print("="* 60)

for a_plot in params.a_plot_values:

Rstar, results = calculator.compute(a_plot)

print(f"\na = {a_plot:.6f}")

print(f* R* = {Rstar:.6e}")

print(f" Flux integral = {results['flux']:.6e}")
print(f" Nodes = {results['n_nodes']}")
print(f* Elements = {results['n_elements]}")
print(f" Time = {results['time"]:.2f}s")

Visualizer.plot_potential(
results['points'],
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results[‘triangles'],
results['phi'],
a_plot,

Rstar

)
plt.show()

# Compute R*(a) curve
print("\n" + "="* 60)
print("Computing R*(a) curve")
print("="* 60)

R_list=1]

for a in params.a_curve_values:
Rstar, results = calculator.compute(a)
R_list.append(Rstar)

print(f'a = {a:.6f} -> R* = {Rstar:.6e} "
f"'(nodes={results['n_nodes']}, time={results['time']:.2f}s)")

# Plot and display curve

Visualizer.plot_resistance _curve(params.a_curve_values, R_list)

plt.show()

# Print summary

print("\n" + "="* 60)

print("First 6 control points:")

print("="* 60)

for a, R in zip(params.a_curve_values[:6], R_list[:6]):
print(f'a = {a:.6f} -> R* = {R:.6e}")
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if =="

__name__

main()

_main__
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3.2 Pe3yJibTaTH YMCI0BUX PO3PAXyHKiB

Posnoain enektpuyHoro noiis BcepeauHi ['-nmoai0Ho1 miiacTuHu ISl pi3HUX

CIIBBIJIHOIIIEHDb @ /L moka3aHo Ha puc. 3.1.

a/L=0.05

a/L = 0.5(square)

a/L =03

05

04

0.3

02

01 0.2

Pucynox 3.1 Pe3ynpTat MojentoBaHHsl MeTO10M cKiHueHHHX enemMeHTiB (MCE)

JUTSI €IEKTPUYHOTO ToJ1s B ['-mo116H1# TpOB1IHIN MJIACTHHI.

Ha puc. 3.2 300pakeHo HaOlp €KBIMOTEHINAIIBHUX EJIEKTPUYHUX JIHIN s

THUX CAMHX BHUIIAJIKIB.

o4

o

o2

a/L =0.05

afL = 0.5(square)

[

F T
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T
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Pucynox 3.2 HaGip ekBINOTEHIIAIbHAX SICKTPUYHUX JiHIH y I'-1moaioHii

MPOBIIHIN IJIACTHUHI.
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3 puc. 3.2 cuigye, 1m0 HaWBUIII 3HAYECHHS HAINPY>XEHOCT! €JIEKTPUYHOIO MOJIs
BIJIMOBIIAI0Th BHYTPIIIHBOMY MPSMOMY KyTy IIJJaCTHHHM, TOMI SK HAMHIKYL
3HAYEHHSI CIIOCTEPIraloThcsl JJIA 30BHINIHBOTO MPSAMOTO KyTa. BiamosimHo,
CKYITYCHHS CTPYMY BiJI0OyBa€eThCs MOOIM3y BHYTPIIIHBOTO KyTa [18].

Bigomo, 1m0 JsokasbHa TOBEAIHKA PO3B'SI3KiB JTBOBUMIPHOTO DPIBHSIHHS
Jlanmaca moGiM3y TOCTPOTO KyTa BHU3HAYAETHCS CTEMICHEBOIO CHHTYISIPHICTIO. Y
TUTOCKIA KyTOBil 00JIACTi 3 KyTOM PO3KPHUTTS (& TOJOBHHH YJICH EJICKTPUYHOTO

MOTEHIIIAJTy MacIITaOy€eThCs K O~r™/% ne r mo3nauae pajiaibHy BIJCTaHb Bij

T
1
BepmHH KyTa. OTKe, BETUYMHA SIIEKTPUIHOTO TIOJISI MOBOIUTHCS sIK E~1a ~[19].
Y wmexax Hamoi 3ajadl OAHOPIAHI rpaHuuHi ymoBuM Helimana (2.4)
HAKJIaJaloThesl Ha OiuHl pebpa, a BHYTPINIHIA NPsSMUA KYT BIANOBIAE KYTY

poskputta @ = 3m/2, mo nae E~r~1/3

1, OT)Ke, CUHTYJISIpHE EJIeKTPUYHE MOJIe
no0JM3y BHYTPIIHBOTO KyTa. HaBmaku, 30BHINIHINA OpSIMHUI KYT BIAMOBIIAE @ =
/2, nida sikoro E~1, mo o3Havae, M0 €JIEKTPUYHE MOJIe 3HUKAE MPU HAOTUKEHH1
JI0 111€1 BEPILIUHHU.

VY peanbHUX Q13MUHUX cUCTEMax (HAMpPUKIAA, JOPLKKaxX APYKOBAHOI IJIATH)
JIUBEPTEHITIIO €IEKTPUYHOTO TOJISI MOKHA PETYJIIPU3YBATH IIISIXOM 3a0KPYTIECHHS
BHYTPIIIHBOTO KyTa. KO pajalyc KPUBU3HU BHYTPINIHBOTO KyTa CTa€
MOPIBHSIHHUM 3 TOBIIMHOK IUIACTUHM, TEPEPO3NOALT CTPYMY CTAa€ TMOBHICTIO
TPUBUMIPHHUM, 1 JBOBUMIPHA ACUMIITOTHKA KyTa O1JIbIlIe HE 3aCTOCOBYETHCS.

BapTo mopiBHSITH BUIIE3raiaHy MOBEIIHKY 3 €IeKTPOCTATUYHUM BHITaIKOM
3apsAKEHOT MPOBIAHOI TIJIACTHUHH, JUISl SIKOT 3aCTOCOBYIOTHCSI TPaHUYHI YMOBH
Hipixse. VY 1miit cutyailii posi ABOX KYTIB € MPOTUIICKHUMU JIO0 HAIIIOTO BUIAJKY:
30BHIIITHE €JICKTPUYHE I0JI€ PO3XOIUTHCS MOOIN3Y 30BHIMIHKOTO (OMYKJIOT0) KyTa
a = 3m/2, E~r~1/3), i 3HuKae mo6nM3y BHYyTpimHBOro (YBirHYTOr0) KyTa (0@ =
n/2, E~r).lle mopiBHSHHS MiAKPECIIOE MPHUHIMIIOBO Pi3HI (i3UUHI TPUUUHH
OiCUJIEHHS TOJii B  CTAlllOHAPHOMY CTaHl MpPOTIKaHHA CTpyMy Ta B
CJICKTPOCTATUYHIA pIBHOBA3l, HE3BaXAlOYM Ha Te, 10 OOWABI MpoOIEeMU

peryiorThes piBHSHHIM Jlamiaca.
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Brenemo omip BUINIPSMIICHOI IIJIACTUHM, IO BIATIOBIA€ 3aAaHii L-moaioH1n

IUIACTUHI:

Omnopnuii omip R, BiANOBiga€e 3HAYEHHIO, ke Oyno O OTpUMaHO, po3risaarouu -
NOJIOHY IUIACTUHY SIK €KBIBAJIEHTHY MpsMY CMYTy HIMPHUHOK A Ta 3arajibHOIO
JOBXKMUHOIO L, 1m0 AOpiBHIOE cyMmi JBOX 30BHIMHIX miedel. llelr Bubip He
IpeICTaBIsIe aJbTePHATUBHY (PI3UYHY T€OMETPII0, a CKOpillle HaiBHY OJTHOBUMIPHY
OLIIHKY, sIKa HEXTy€ JIBOBUMIPHUM IMEPEPO3NOAUIOM CTpyMy. Y LbOMY ceHCl R
3a0e3neuye BEpPXHIO MEXKY OINOPHOIO 3HAUYEHHs, 10 BIANOBIJAE HAWJOBILIOMY
TEOMETPUYHOMY MUISIXYy MIDK BHBOJAMH. Y OyIb-KOMY BHUIAAKY, 3pY4YHO
HOpMaJi3yBaTH (pakKTHUHE 3HAYEHHsI ONOPY B YMCIIOBUX PO3paxyHKax N0 JESKOrO
OIIOPHOTO 3HAYCHHS (HAPHUKIIAM, R).

BusiBnserses, mo cnpasxHiid omip (2.10) 3aBkau MEHIINH 3a BiANOBIIHAN

omip (3.1) (puc. 3.3).

1.0

R 0.8

Ry 0.6

0.4

0.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4
a/L

Pucynok 3.3. 3anexxHicTh BiTHOCHOTO onopy R /R, Bij CIiBBIIHOIIEHHS CTOPiH

a/L.
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R = R, nume B rpanuuHomy Bumaiaky a/L — 0. 3i 30iunbiueHHsM a/L
BifiHOIIEHHS R /R, MOHOTOHHO 3MeHIIyeThcs (puc. 3.3). MOHOTOHHE 3MEHIIICHHS
HOpMaJTi30BaHOTO omIopy R /R (31 301IBIIIEHHSM CITIBBITHOIIICHHS CTOPiH a/L MokHa
3pO3yMITH 3 TOYKH 30pY AKICHOI 3MIHU CTPYKTYPH MPOTIKAHHS CTPYMY, BUKIUKAHO1
reoMerpiero. Y MpsSMOMY MPOBIAHUKY JiHII €IEKTPUYHOTO TOJS Ta JiHII CTPyMy
napa’jelbHi, a omip J00pe OMUCYEThCA KiIaCHYHUM BHupasoM (3.1), skuii npumyckae
OJTHOPIJHY TYCTHUHY CTpyMy Ta (P IKCOBAaHY JTOBXKHUHY IIPOBITHOCTI.

Ha Binminy Bijg 115010 BUNMAAKy, y [-moaiOHI# Mm1acTUHI JiHIT €1EKTPUYHOTO
NOJISI CWJIBHO BUKPHBJEHI, 1 CTPYM PO3MNOAUISIETHCS MO KUIBKOX HENapaselbHUX
nuiaxax. lle mo03Bosise 4acTUHI CTPyMy NPOTIKATH B3JIOBXK TPAEKTOPIM, AK1
(hakTUYHO KOPOTIII HIXkK 3arajbHa F€OMETPUYHA JIOBXKHUHA L, TOJ1 K 1HII 00JacTi
JII0Th [K MapajenbHl KaHajdd MPOBIOAHOCTI. 3 TOYKUA 30py cxemu, [ -momiOHa
reOMETpisl MOBOJUTHCSA AK KOMOIHAIllsl MapalelbHUX MUISXIB CTPYyMY, a HE SK
€IMHUN OJHOBUMIPHUN PE3UCTOp, IO HPUPOJHO MPU3BOAUTH JO 3MEHUICHHS
3araJibHOTO OIOpY.

['pannunnii Bunagok a/L — 0.5 3acnyroBye Ha ocoOnuBYy yBary. ¥ Iiit Mexi
JIBa BUBOJAM CTAIOTh CYMIXXHUMHM, a HE MPOTUICKHUMH, 1 KOHPIrypallis OlIbIIe HE
BIJINOBIJIa€ 3BUYAHOMY JIBOBUBIIHOMY MTPOBIAHUKY. X04a IS CUTYaIlist pi3U4HO HE
peali3yeTbCsl SIK CTaHJApPTHE BUMIPIOBAHHS OIOPY, BOHA, TUM HE MEHI, €
MOKa30BOI0 3 KOHUENTYaJIbHOI TOUYKHM 30pYy. JIiHIT €1eKTPUYHOrO Mol B LI MEXI
O1sIbIIIe HE € MPUOIN3HO TapaJIeTbHUMU B OY/Ib-sK1Hi TOUII 00JIACTI, IO YITKO BKa3ye
Ha SKICHO IHIIMA PEXHUM NPOTIKAHHSA CTpymMy. BupaxeHe BIAXWUIEHHS BIJ

MPUITYIIEHB, 110 JIEKAaTh B OCHOBI KJIACUYHOI (DOPMYJIM OMOPY, MOSICHIOE CUJIbHE

R : . :
3MEHIICHHA ——, IO CIOCTEPIracThcs Ha PHC. 3.3, 1 mAKpecIoe, YoMy MpPOCTi
0

HAOJMKEHHS ISl IPSIMUX MTPOBIAHUKIB HE MPALIOIOTh JJI MPOBIIHUKIB 3 PI3KUMHU

BHUI'MHAMH1 Ta BSJIMKHUMH ITOIICPCYHUMU pO3MipaMI/I.
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3.3 BucHoBKH

VY nocniaHUIBKINA YacTHHI poO0TH OYI0 pO3p00JIEHO Ta peaai30BaHO YHUCIOBY
MOJIeJIb PO3MOJUTY €IEKTPUYHOTO MOTEHIIany 1 cTpyMy B [-moaiOHiN mpoBiaHi
IUTACTHHI Ha OCHOBI METOJY CKIHUEHHHUX €JIeMeHTIB. J{ns po3B’si3aHHA PIBHSHHS
Jlarmaca 3 rpannmuyHuMu ymoBamu Jlipixie Ta HeliMaHa CTBOpEeHO IporpaMHHUMA
KoMIuiekc MoBoro Python 13 Bukopucranusam 6i0miorek NumPy, SciPy Ta
Matplotlib. PeanizoBanuii anaroputM 3a0e3nedye aBTOMAaTHUYHY TIE€HEPAIliio
HECTPYKTYPOBAHOI TPUKYTHOI CITKM 3 JIOKJIbHUM aJalTHUBHUM 3TYIICHHIM
no0JIM3y BHYTPIIIHBOTO KyTa IJIACTHHH, HIO0 JO3BOJMJIO KOPEKTHO OMHCATH
CUHTYJIIPHY MTOBEAIHKY €JIEKTPUYHOTO IOJIS.

Y pe3ynbTari 4YMCIOBOTO MOJEIIOBaHHSA OyJO0 OTPUMAHO PO3MOJLIN

CJCKTPUYHOTO  TOTEHIIaly,  €KBIMOTEHIUAAbHI  JIHII  Ta  3aJIEKHICTh
. . a
HOPMaJIi30BaHOTO OMOPY BiJl TEOMETPUYHOTO TIApameTpa . [Tokazano, 110

BHYTPIIIHIN yBIrHYyTH KyT [-TI0mi0HOT IJIACTUHU CHPUYUHSE KOHIICHTPAIIIO
CIICKTPUYHOTO TIOJISI Ta TYCTHHH CTPyMy, TOAlI SK TMOOJM3Yy 30BHIIIHBOTO KyTa
HAIPY>KEHICTh TMOJsI 3MEHIIyeTbes. OTpuUMaHi pe3yNbTaTH Y3TOKYIOTHCS 3
BIJIOMUMH ACUMIITOTUYHUMH BJIACTHUBOCTSIMHU PO3B’sI3KiB piBHsAHHA Jlarumaca y
KyTOBHUX 00JaCTsIX.

YwuciioBi po3paxyHKH TOKaszainu, M0 (QakTUYHUN enekTpuunuit omip ['-

no/110HO1 MJIACTUHU € MEHIIUM 3a BIJMOBIIHUN ONip €KBIBAJIEHTHOI MPSIMOi CMYTH.

. . .. a R
BCTaHOBJ'IeHO, 1o 31 361J’IBH_ICHH$IM CII1BB1IHOIIICHHSI Z BCIINMYMHA R_ MOHOTOHHO
0

3MEHIIYETHCS, IO MOSCHIOETHCS IBOBUMIPHUM NIEPEPO3NOITIOM CTPYMY Ta MOSIBOIO
MHOXMHHM ~ TapaJiebHUX NUIAXIB MOPOBIAHOCTI. TakuM YHMHOM, KJIACHYHI
OJTHOBHUMIPHI OI[IHKHA OTIOPY CTalOTh HEIOCTATHIMU JJIS MPOBIAHUKIB 31 CKIATHOIO
TE€OMETPIEI0 TA PI3KUMU BUTHHAMMU.

OTpumaHni pe3ynbTaTi TIATBEPKYIOTh €(DEKTUBHICTh 3aCTOCYBaHHS METOY
CKIHUEHHUX €JIEMEHTIB JIJIS TOCIIPKCHHS €JIEKTPOIPOBITHOCTI 00JIacTel CKIIaIHOT

dbopMu Ta MOXYyTh OyTH BHUKOPHUCTaHI MpPH aHai3l MPOBITHUX EJIEMEHTIB
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MIKPOEJICKTPOHIKH, IPYKOBAHUX ILJIAT 1 TOHKOIUTIBKOBUX CTPYKTYD, € T€OMETPUYHI
OCOOJIMBOCTI CYTTE€BO BIUIMBAIOTh HA PO3MOJII CTPYMY Ta JIOKaJdbHI 3HAYCHHS

CICKTPUYIHOI'O IT10JIA.
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4 OXOPOHA TIPALLI

4.1 3arajbHi MOJ0KEeHHHA

OxopoHa mpari — TII€¢ CHCTeMa TIPaBOBUX, COIIATbHO-CKOHOMIUHUX,
OpraHi3alifHO-TeXHIYHHUX, CaHITAPHO-TITIEHIYHUX 1 JIKYBaJIbHO-TIPO(ITaKTUUHUX
3aX0JliIB Ta 3aco0iB, CHOPSIMOBAHHUX Ha 30€peKEHHS KHUTTS, 3J0pPOB’S Ta
Ipane3aaTHOCTI JIIOAUHHU Y MPOLeC TPYA0BO1 AiSIbHOCTI.

OcsitneHHa BUpOOHUYWX TmpuMilieHb. Cepell YMHHHUKIB 30BHINIHBOTO
CepeOBUIIIA, 1110 BIUTMBAIOTh HA OPraHi3M JIIOJIMHU B MPOIECI Ipalll, CBITIIO MMOCIIae
OJIHE 3 MepIIuX Miclb. AKe Bigomo, mo Mmaixke 90 % yciei iHdopmarlii npo
JOBKULISI JIIOAWUHA OJAEpKye depe3 opranu 3opy. [lig vac 3ailicHeHHST Oyab-sKOi
TPYAOBOi diSTTBHOCTI BTOMJIIOBAHICTH OYe€l, B OCHOBHOMY, 3aJICKUTh BiJl
HAIPY>KEHOCTI TPOIIECIB, IO CYIMPOBOKYIOTh 30pOBE CHpUMHATTSA. Jlo Takux
IPOLIECIB HajieXaTh aJanTalis, akoMoJalis Ta KOHBEpreHuid. Apantamis -
MPUCTOCYBAHHS OKa JI0 3MIHU YMOB OCBITJICHHSI (P1BHS OCBITJICHOCTI) Y TIOJIi 30DY.

AKoMopaIisi — MPUCTOCYBAHHS OKa JI0 3p03yMUIOro OaueHHs MPeMETIB, 110
3HAXOJAATHCS BiJl HHOTO HA HEOJIHAKOBIM BIJICTaHI, 3a PAXyHOK 3MIHM KPUBHU3HU
KPHUIITAINKA.

KonBeprenuiss — 34aTHICTh OKa MPU PO3IJIAJAHHI OJU3bKUX MPEIMETIB
HaOyBaTH TMOJIOKEHHS, MPU SKOMY 30pOBI OCi 000X O4Yell MepeTUHAIOThCS Ha
MPEIMETI.

YacTe npucTOCyBaHHS OKa 0 3MIHM YMOB OCBITJICHHS (a1anTailisi), HassBHICTh
pi3KuX TIiHEH y ToMi 30py, 3aciilUIiOBalbHA i SCKpaBUX JDKEpen CBITIa
BTOMITIOIOTh OKO, 3HIDKYIOTh HOTO 3aXMCHY PEakKIlif0 - OKO BTpadae KOHTPACTHY
YYTJUBICTh 1 TOCTPOTY 30py. Lle Moxke cipuunHuTU npodeciiiHi 3aXBOPIOBAHHS Ta
CIPHSITH 3POCTAHHIO KiJTbKOCTI HEMIACHUX BUIAJIKIB, OCKIJIbKUA TPUBAJICTh TPOIECY
azanTallii oka 3aJIe)KHO BiJl PI3HMIN SICKPAaBOCTEH MOXKe TPUBATU 2-3 XB, MPU LIOMY
B MIEPIIIMI MOMEHT JIFOJJMHA IPAKTUYHO HIYOTO HE OAYUTE.

CBiTyIO BIUMBaEe He jauine Ha (YHKIIO OpraHiB 30py, a W Ha JISUTBHICTH
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OpraHi3my B IIJIOMY. Y pa3i MOraHOro OCBITJICHHS JIFOJMHA IIBUAKO BTOMIIFOETHCS,
MpaIfoe MEHIN MPOAYKTHUBHO, 3pOCTa€ MOTEHIlifHA HeOe3MeKa MOMUIIKOBHUX N 1
HEeI[aCHUX BHUMAJKIB. 3T1JIHO 31 CTATUCTUYHUMHU JaHUMH, 10 5 % TpaBM MOXKHA
MOSICHUTH HEJOCTaTHIM a00 HepalioHAIbHUM OCBITJIEHHSM, a B 20% BOHO CITPHSLIO
BUHUKHEHHIO TpaBM. Bpemri, mora€e OCBITACHHS MOXE TPHU3BECTH JI0
npodecifHMX 3aXBOPIOBaHb, HAMPUKIIA, TAKUX K poOoyda MioIist (KOPOTKO30PICTh,
CIa3M aKOMOJIAIIIT).

JIJist CTBOpPEHHSI ONTUMAIbHUX YMOB 30pOBOi pOOOTH CIIiJl ypaxOByBaTu He
JIUIIIE KUTBKICTB Ta AKICTh OCBITJICHHS, a i KOJILOPOBE OTOUYEHHS. Tak, IpH CBITIOMY
nodapOyBaHHI 1HTEp'€pY 3aBASKU 30UIBIICHHIO KIJTBKOCT1 BIIOUTOTO CBITJIa PIBEHb
OCBITJICHOCTI miiBUINY€EThCS Ha 20-40 % (mpu Tiii 3xe MOTY>KHOCTI JIKEPEIT CBITIIA),
PI3KICTh TIHEW 3MEHUIYEThCSA, IMOKPALLYe€ThCS PIBHOMIPHICTH OCBITJIEHHS. llpu
HaJIMIPHIN SICKPABOCTI JIXKEPEN CBITJIa Ta IPEAMETIB, 1110 3HAXOASTHCS Y MOJ1 30Dy,
MOKE€ CTaTHCS 3aciiIJICHHS TMpaiiBHUKA. HepiBHOMIPHICTH OCBITJICHHS Ta
HEO/JHAKOBA SICKPABICTh HABKOJIMIIHIX NPEIMETIB NPHU3BOAATH 1O YacTol
nepeajanTaiii o4ded Imijg 4yac BUKOHAHHS POOOTH 1, SK HACHIJIOK IIOrO, - JO
IIBUIKOTO BTOMJICHHS OpTaHiB 30py.

Tomy moBepxHi, 1110 100pe OCBITIIIOIOTHCS 1 Iepe0yBarOTh Y MOJI1 30pY, Kpalle
dbapObyBatTu B KOJBOPU CEPEAHBOI CBITIOCTI, KOE(MIIIEHT BIIOUTTS SIKUX
3HaxXoJuThcs B Mexkax 0,3-0,6; OaxkaHo, 11100 BOHM Majii MaTOBY a00 HaIlliBMaTOBY

nosepxHio [20].

4.2 Bumoru 10 IITY4YHOIr0 OCBIiTJICHHS

JI71s1 CTBOpEHHS CIPUSITIIMBUX YMOB JUIsl 3JJ0pOBOi pOoOOTH, K1 O 3amobiranu
HIBUIKIA BTOMJIIOBAHOCTI OY€H, BUHUKHEHHIO TMpOQeCcIiHUX 3aXBOPIOBaHb,
HEI[aCHUX BUIAJKIB 1 CHPHUSIIM MIiJBUIIEHHIO MPOIYKTUBHOCTI TpaIi Ta SIKOCTI
MPOAYKIIii, OCBITJICHHS] TOBUHHO BIAMOBIaTH HACTYITHUM BUMOTaM:

- CTBOpPIOBAaTHM Ha poOOYIM TOBEpPXHI OCBITJICHICTh, IO BIAMOBIAAE

XapaKkTepy 30pOBOi pOOOTH 1 HE € HUKYOIO 32 BCTAHOBJICHI HOPMU;
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- 3a0e3MeYnTH JOCTATHIO PIBHOMIPHICTh Ta MOCTINHICTh PIBHS OCBITIICHOCTI
y BUPOOHMYUX MPHUMIMICHHAX, MO0 YHUKHYTH YacTol NepeafanTaiii
OpraHiB 30pY;

- HE CTBOPIOBATHU 3aCTIIUTIOBANBHOI Aii SIK BiJl CAMUX JHKEpPEN OCBITICHHS,
TakK 1 BiJ] IHIIMX TPEIMETIB, 1110 3HAXOATHCS B TIOJIl 30PY;

- HE CTBOPIOBAaTH Ha poOOYIM TOBEpPXHI PI3HUX Ta TVIMOOKUX TiHEH
(0coOIMBOPYXOMHUX );

- TIOBUHEH OYTH JOCTaTHIN JJi pO3pI3HEHHS IeTallel KOHTPACT OBEPXOHb,
110 OCBITJIIOIOTHCS;

- HE CTBOPIOBaTHM HEOE3MEYHUX Ta MIKIIJIMBUX BUPOOHWYUX YMHHUKIB
(rym,

- TEIUIOB1 BUIIPOMIHIOBaHHS, HEOE3MEeKa ypaXKeHUN CTPYMOM, MOKEKO- Ta

- BuOyXoHeOe3MneKa CBITUIIbHUKIB);

- MOBUHHO OYTH HAJIMHUM 1 IPOCTUM U KCIUTyaTarlii, CKOHOMIYHHM Ta

- C€CTCTUYHUM.

4.3. llItyuHe ocBiTiieHHsA. CUCTeMH i BUM OCBITJICHHA

CucremMu OCBITIIEHHS. 3alleKHO BiJ CMOCOOY PO3MIIIEHHS CBITHJIBHUKIB
PO3PI3HAIOTH CHUCTEMH 3arajJlbHOro 1 KOMOIHOBaHOro ocBiTIeHHsA. CucTema
3arajbHOr0 OCBITJIEHHS MPU3HAYEHA JIJISl OCBITIIEHHS BCHOTO IPUMILLIEHHS B LIJIOMY.
[Tpu 11bOMY BUKOPHUCTOBYIOT JIBa CITIOCOOW PO3MIIIIEHHS CBITUIILHUKIB - PIBHOMIPHE
1 jokamizoBane. [Ipu piBHOMIpHOMY PO3MIIIEHHI CBITHJIBHHUKH BCTAHOBIIOIOTHCS
psaamMu 3 OJHAKOBUMHM BIJCTaHSIMU MK HUMH. [Ipu ToKaabHOMY OCBITJIEHHI, KOJIU
HEOOX1IHO CTBOPHUTH MIJBUIIECHY OCBITIEHICTh OKPEMUX JIIJISTHOK, CBITUJIBHUKU TYT
BCTAHOBJIIOIOTHCSL OUTBII 30CEPEKEHO, MNPUUOMY JOMYCKAETHhCS 3MiHA THILY
CBITUJILHUKIB, 3MEHIIEHHS BUCOTH iX MiABIINIYBAHHS, 30UIbIIEHHS MOTYXHOCTI
jamtm, Tomlo. Jlokami3oBaHe OCBITJICHHsSI 3aCTOCOBYEThCA B IeXax, Je poOoTta
BHUMArae IiJIBUILIEHO1T HAIIpyTy 30poBOi poOoTH. Ha AinsiHKax uexy, 1€ BAKOHYIOThCS
JIOTIOMDKHI omeparlii, OCBITJEHICTb MOXe OyTHM 3HayHO 3HIDKeHa. [lepeBara

JIOKaJII30BAHOTO OCBITJIEHHA TIOJSiTa€ B CKOPOYEHHI 3arajbHOl TMOTYXHOCTI
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OCBITJIIOBAJIbHUX YCTAHOBOK, MOXJIMBOCTI CTBOPUTH HEOOXIJHI HAaNpPSMKHU:
CBITJIOBOTO IMOTOKY, YHHKHYTH Ha pOOOYMX MICISX TiHEH BiA BUPOOHHUYOTO
oOJlalHaHHS Ta caMUX Mpalodux. [[o HeIoMIKiB CIIijl BiTHECTH HEPIBHOMIPHICTh
PO3MOLTY SICKPABOCTI OCBITIFOBAHUX TTOBEPXOHb.

3 pIBHOMIPHO PO3MOAUICHHM IO TUIONI OOJagHAHHSAM, B OUIBIIOCTI IEXiB
3aCTOCOBYETBCS piBHOMIpHE OCBiTJIeHHS. [Ipu KOMOIHOBaHOMY OCBITJICHHI B
NPUMILIEHHSAX Tepen0avyaroThCsl 3arajbHe 1 MICIEBE OCBITJIECHHS 3 YCTaHOBKOIO
CBITHJIbHUKIB Ha pOOOUYNX MiCIAX B Oe3mocepeaHii 6JM3bKOCTI Bl poO0UO0i 30HHU.
3acTocyBaHHS OJTHOTO MICIIEBOTO OCBITJICHHS B MPUMIIICHHI 0€3 3arajbHOro
3a00POHSETHCS 3 OTIISAY Ha TE, IO TIPH ITbOMY CTBOPIOETHCS BKPail HECITPUATINBUN
PO3IOLT ICKPABOCTI, 1110 TPUBOJUTH JI0 TIOTIPIICHHS YMOB 30pOBOi pOOOTH, CTOM-
JICHHIO 1 TICYBaHHIO 30py. CucTeMa KOMOIHOBAHOTO OCBITJIEHHS 3aCTOCOBYETHCS B
MPUMILIEHHSX, 1€ BAKOHYIOTBCS 30pOB1 pOOOTH, IO XapaKTEPU3YIOThCS pO3psIaMu
I-IV, Vai V6 (JIbH B.2.5-28:2018).

OcCBIT/IICHHSI BBa)XXa€ThbCs KOMOIHOBAaHHMM, SKIIO OCBITIICHHS € TIJIbKH Ha
OKPEMHX 130JIbOBAHO PO3TALIOBAHUX MICIISIX.

Bunu ocBitienns. Ha mpomMucioBux mianprueMcTBax 3aCTOCOBYIOTH J1BA BUAU
OCBITJIEHHS - poOoue 1 aBapiitHe. PoOo4e OCBITIEHHSI CTBOPIOE HEOOXiIHI YMOBH
poOOTH MPU HOPMAIBHOMY PEKMMI €KCIUTyaTallli Oy 1iBi.

ABapiiiHe OCBITJIEHHSI MPOEKTYEThCS JUIsl TOTO, 00 B pasi BUXOAY 3 Jady
poOOYOro OCBITIIEHHS JIaTH MOXJIMBICTh B OJHUX MPUMIIICHHIX MPOJOBKYBATU
poOOTy TIpH 3HIKEHIM OCBITICHOCTI, B 1HIIMX - 3IMCHUTH €BaKyaIlito Jiroaeu. 3
OrJIsiy Ha BUCOKI KaliTaJIbHI Ta €KCIUTyaTallliiHl BUTPATU aBapiiHOTO OCBITIICHHS
BCTAHOBJICHA HaWMEHIIa JOMyCTHMMa OCBITJIEHICTh pPOOOYHUX IOBEPXOHb, IO
BUMAararTh OOCIIyTOBYBAaHHS MpU aBapiiHOMY OCBITJIEHHI. ABapiilHEe OCBITIEHHS
Ma€ CTaHOBUTH He MeHIle 5% Bij poO0OYOro OCBITJICHHS, ajle HE MeHIIe 2 JIK.

ABapiifHe OCBITJICHHS BCTAHOBIIIOETHCS B MPHUMIMICHHSIX, B SKUX PaNTOBE
BIIXUJICHHSI pOOOYOro OCBITJICHHS MOKE MPU3BECTH JI0 TSKKHUX HACIHIJKIB JIJIs
Jofed 1 BUPOOHMYOTO OOJIaHAHHSA, a TaKoX B IeXax 3 Oe3nepepBHUM

TEXHOJIOTTUHUM IMUKJIIOM, ITIOPYIICHHS SIKOI'O HCIIPUITYCTUMO.
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Jlxepena ceitna. [{ns okepen cBiTia, siki BUKOPUCTOBYIOTh Y BUPOOHMYMX
OyIiBIISAX, HAMOUTBIN BaXKJTMBE 3HAYEHHS MAIOTh TaKl MMOKA3HUKU:

- CeiTnoBa Bifjaya, TOOTO BHUIPOMIHIOIOYHMI CBITJIIOBUH TOTIK Ha
OJIMHUIIIO CIIOKMBAHOI MOTY)XHOCTI, JIM/BT, CBITJIOBa Bijjaua XapaKTepU3YeE
CHepreTUYHy €KOHOMIYHICTD JKepelia CBITIAa

- TpuBanicTs TOpiHHA JaMIl.

— OaMHUYHA TOTY>KHICTH JIAMII.

- KonbopoBicTh BUTIPOMiIHIOBaHHS (TOOTO CHEKTPaTbHUMN CKIJIAJ CBITIIA)
Mae BUpIIIAJIIbHE 3HAYEHHS MPU BUOOP1 JKEpen CBiTIa, € MOTpiOHa mpaBUiIbHA
nepegava Kojabopy.

Jl>xepena cBITJIa, 10 3aCTOCOBYIOTHCS ISl LITYYHUX OCBITIICHbB, HOILISIOTHCS
Ha Bl TPYIH - Ta30PO3PsIHI JJaAMITU Ta JIAMITH PO3KAPIOBAHHS.

VY ra3opo3psIHUX JlaMOax BHJAMME BHIIPOMIHIOBaHHS BUKIIMKA€THCA
EJIEKTPUYHUM PO3PAIOM B aTMocdepl pi3HUX Ta3iB 1 MapiB OpH Pi3HOMAHITHOMY
TUCKY 3 BUKOPUCTAHHSM B JICSIKAX THIaX CHEUIaIbHUX CKJIaAiB - JIFOMIHO(OPIB, IO
MEPETBOPIOIOTH HEBUUME YILTPa(h10JI€TOBE BUIPOMIHIOBAHHS Ta30BOT0 PO3PSIAY B
BUJIMME CBITJIO.

CeinoBa Bimmava (50-60 nm/Bt) 1 TpuBamicts ropinas (4-10 Ttuc.ron.)
ra30pO3pPSIIHMX JIAMI 3HAYHO BHIIE, HDK Y JIAaMIT PO3KAPIOBAHHS, 3aBASKH YOMY
BOHHU OTPUMAJIM LIUPOKE 3aCTOCYBaHHS B MPOMUCIOBOCTI. bin3zbko 80% cBITOBOTO
MOTOKY OCBITJIIOBAJIbHUX YCTAHOBOK BUPOOHUYMX OY/iBENb B KpaiHU CTBOPIOETHCS
ra30pO3pPSITHUMU JIAMITAMHU.

V TOM e yac BOHH MAarOTh 1 HETOIIKH:

— ra30pOo3psIIHi JIAMITH HE MOKHA BKJTIOYATH B MEpexy Oe3mocepeiHbo, a
TUIBKH 31 CHELIaTbHUMU TyCKO-PETYIIOUUMHU MPUCTOCYBAHHSIMU;

— OpyU TOPIHHI YCI Ta30pO3psAAHI JIAaMIIA CTBOPIOIOTH TEPEIIKOIN
pamionpuiioMy 1 TOYHUM EJICKTPUYHUM BUMIpaM;

— yC1 Ta30pO3psIHI JIAMITH Yy TJIUB1 10 3HWKEHHS HAIIPYTH B MEPEXKi.

Haitbinpmoro nommupends HaOynu JiroMiHecieHTHi Jiamnu JIb, JIXb, JIJI,
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JIALL, JIBP notyxHicTio Big 40, 65, 80 1 150 BT. 1 mamnu tuny JAPJI motykHicTiO
250, 400, 700, 1000 1 2000 BT. B crazii po3poOKu i OCBOEHHS 3HAXOAATHCS O1IBII
E€KOHOMIYHI Ta30po3psaHi MeTrajgoranoigHi jamnu tumy JIPI Ta HaTpieBi nammnu
Bucokoro Tucky tuny J{IHaT. Bonu Bunmyckatotbcs notyxHictio 250, 400, 700, 1000
1 moty>HicTio 2000 Bt. CitnoBa Bignaya nux jami ctaHoBUTh 90-120 nm/Br.

Jlamnu po3xkaproBaHHs. Y JaMIiax po3KaproBaHHS BUIUME BUITPOMIHIOBAHHS
BUXOJUTH B Pe3yJbTaTI HATPIBaHHS EJICKTPUIHUM CTPYMOM BOJIb(PPAMOBOi HUTKH.
Jlamma po3kaproBaHHS BiJIPI3HSAETHCS BIJIHOCHO HEBHUCOKOIO CBITJIOBOIO BiJadyeto
(Bixg 7 mo 22 nM/BT) 1 HEBeNMKOIO TpUBANICTIO TOpiHHSA (1-2 THC. ro1.);

Haiibisipiie  moOmIMpEeHHsT MalwTh JaMIKd  PO3’KAPIOBAHHS — 3arajibHOIO
npu3HayeHHs Hanpyroto 127 1220 B, motyxsicTio Bix 15 1o 1500 Br.

B ocrtanHi poku HaOyBarOTh BCE OLIBIIOTO MOMIMPEHHS TaJOTEHHI JIaMIU
po3xkaproBaHHs. BoHU BiJIpI3HSAIOTHCSA BETUKOIO CBITIOBOIO Bijggadero (22 nM/BT) 1
TpuBaiicTio pobotu (110 2000 ron). Bunmyckatorbes ramorensi sammnu turis KT 220-
1000, KI" 220-1500 1 KI" 220-2000. Ili nammu Bigpi3HSIIOTBCS BEJIMKOIO
CTaO1IBHICTIO CBITJIOBOT'O IMTOTOKY.

Takum ymHOM, mpu BHOOPI JpKepena CBITNIA Il BUPOOHUYUX MPUMIIIECHb
HEO0OX1THO KEPYBATUCS IBOMA PEKOMEHIAIlISIMU:

- BIJIIaBATH TE€peBaAry ra3opo3psaIHUM JamiaMm, sk €eHepreTUYHO OUTbII
€KOHOMIYHHMM Ta BOJIO/IIFOYMMH OUTBIIO0 TPUBATICTIO TOPIHHS;

— 3aCTOCOBYBATH JIaMIU HaWO1IBIIOI MOTYKHOCTI 3 METOIO 3HIKCHHS
KamTaJIbHUX 1 €KCIUTyaTallliHUX BHUTPAT, aje 0€3 MOTIpUICHHS MPH I[OMY SIKOCTI

OCBITJICHHSI.
4.4, Po3paxyHOK IITYYHOT'0 OCBIiTJIEHHSI BAPOOHNYO0T0 NMPUMIilllEeHHSA
MeTtoro [1aHOTO PO3paxyHKy € BHU3HAUCHHS HEOOXIJIHOI KUIBKOCTI,

MOTYXKHOCTI Ta CXEMHU PO3MIIIEHHS CBITWJIHHUKIB IS 3a0€3MEUCHHS] HOPMOBAHO1

OCBITJIEHOCTI po00YO0i 30HM BUPOOHUYOTO IIeXy 3rigHo 3 BuMoramu JIbBH B.2.5-
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28:2018. Po3paxyHOK BHUKOHYETbCS METOAOM Koe(illieHTa BHUKOPHUCTAHHS
CBITJIOBOTO TOTOKY, SKHH PEKOMEHIOBAHUW JUIS TMPHUMIIICHb 13 PIBHOMIPHUM

pO3TalllyBaHHSAM O0JIaJIHAHHS Ta CBITJIMMH MTOBEPXHSMHM CTiH, CTENI Ta MiJIOTH.

BuxinHi naHi 11t po3paxyHKYy:

Po3mipu npuminienss: nosxuHa A =24 m, mupuHa B = 12 M, Bucora H =

4,5 m;

- Bucora po6o4oi noepxHi hp = 0,8 M Bij miajory;

- Hopwmosana ocsitienictb E = 300 nk (s poGIT cepelnHbOi TOYHOCTI,
po3psan IV, migpo3psin B);

- Koedimient 3anacy K = 1,2 (114 11OMiHECIIEHTHUX JIaMIT);

- Koedimient nepiBHOMIpHOCTI Z = 1,1;

- Koedimientn Binoutts: crens pc = 70%, ctinu pet = 50%, mianora pm =
30%;

- Tun cBITUIBHUKA: 3 TIOMiHECIIEHTHUMU JiamniaMu Tuity JIb-40, cBiTioBuit

moTik oxHiel mammu @i = 2800 M.

Etan 1. BuzHaueHHs! po3paxyHKOBO1 BUCOTH MiJIBICY CBITHIIBHUKIB:

h=H - h.—h,=45— 05 — 08 = 32m, (4.1)

ne h. = 0,5 M -3BUC CBITHJIBHUKA BiJ] CTEI.

Etan 2. Po3paxyHoK iHJIeKCY MPUMILIEHHS:

_ A-B B 24 - 12
" h-(A+B) 32 (24 + 12)

i = 288/1152 = 2,5. (4.2)

Etan 3. Buznauenns koedimieHTa BAKOPUCTAHHS CBITIIOBOTO MOTOKY 1):
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3a Tabnuisimu [21] 11 iHASKCY NPUMIIIEHHS 1= 2,5 Ta 3a7jaHuX KOe(IIIEHTIB
BimOuTTS mpuitmaemo 1 = 0,52 (52%).
Etan 4. Po3paxyHOK HEOOXITHOTO CBITJIOBOTO IOTOKY JIaMIT y KOXKHOMY

CBITWJIBHUKY 32 (DOPMYIIOI0:

(E-K-S-2)

N (4.3)

neS=A-B = 24 - 12 = 288 M? - oma MIPUMIILICHHS.

[TonepenHbO BCTAaHOBUMO, IO KIIBKICTh CBITUIBHUKIB N = 24 mT. (cxema

po3MiLIeHHs 6 psAiB 110 4 cBITHIbHUKM). TO1 CBITIIOBUI MOTIK Oyie:

300 -12-288-11 114048

- - 4.4
24 - 052 124g 140 (4:4)

Etan 5. Bubip ctangaptHoi tamnu:
OcCKinbKH OIWH CBITHIBHHUK MICTHTHME M = 2 JIaMIIH, HCOOXITHHI TMOTIK

OJTHI€T JIAMIIU:

9140

Dy posp =— = 4570 M. (4.5)

3a karajorom oOupaemo JoMmiHecueHTHY Jjammy JIB-65 31 cBiTioBUM

MOTOKOM D, crany = 4600 11M.

. 4600 — 4570
Bigxunenus: A =0 100% = +0,65%, mo BXOAUTH Yy

nomyctumuii rianason -10...+20%.
Etan 6. [lepeBipka BificTaHi MK CBITUIbHUKAMHU:
JUist JIIOMIHECUEHTHUX CBITWJIBHUKIB 3 KpPUBOKO CHJIM cCBiTia Tumy JI

PEKOMEHI0BaHa B1JICTaHb:
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L' =k h (4.6)

ne k - 1,4-1,6 - xoedimieHTH 11 CBITHJIBHHKIB 13 KPUBOIO CHUJIU CBITIA TUITY «JI»
(JIFOMIHECIICHTHI), 10 BH3HAYalOTh ONTHMAJIPHE CITIBBIJIHOIICHHS BIiJICTaHI

MDK CBITHJILHUKAMU JI0 BUCOTH iX MiaBiCy; h - po3paxyHKoBa BUCOTA IiJIBICY,

Tomal MaeMo, 1110 HAXKHS MEXa:

L'we = 1,4 - 32 = 448 M. (4.7)

Bepxnsa mexa:

Loy = 14 - h =16 -32 = 512m. (4.8)

OT1xe, peKOMEHI0BaHUH Jiara30H BiJICTaH1 M1k CBITHJIBHUKAMU a00 psiaMu
cTaHoBUTH 4,485,122 m.

[Tpuiimaemo kpok po3miiieHHs 4,8 M 1o aoBxuHi Ta 4,0 M 1O MIKMPUHI, 1110
3a0€3Me4nTh PIBHOMIPHICTD IITYYHOTO OCBITICHHSI.

Etan 7. Po3paxyHOK MOTY>KHOCTI OCBITJTFOBAJIbHOT YCTAHOBKHU:

Py =Pn-N-m = 65Btr: 24 -2 = 3120Bt = 3,12 kBT (4.9)

Etan 8. TexHiko-ekoHOMIYHA OIliHKA 200 piyH1 eKCIUTyaTalliiiHl BUTPATH:

rox,

TpPH .
R ta 4aci po6oru T = 2000—=
KBT-rop pik

[Tpu Tapudi q=4,5
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I'DH
Eekcn = Py - T - ¢ = 3,12 - 2000 - 4,5 = 28 080%. (4.10)

Otxe ana 3abe3nedeHHss HOpMoBaHOi ocBiTiIeHOCT] 300 K y BUPOOHUYIOMY
MPUMIILICHH] TUIoIIet0 288 M? MOTP1OHO BCTAHOBUTH 24 JIBO-JIAMITOB1 CBITUJILHUKY 3
JroMiHecHeHTHUMH Jlamniamu tutny JIb-65 3aransHoro notyskHicTio 3,12 kBT. Cxema
po3MillleHHs - 6 psiaiB 10 4 CBITWIBHHUKK 3 KpokoMm 4,8:4,0 M. 3ampornoHoBaHe
pimenHs Bignosimae Bumoram J[BH B.2.5-28:2018 Tta 3a0e3neuyye nocTaTHe

OCBITJICHHSI pOOOYO0i 30HH.
4.5 BUCHOBKHM /10 P03y OXOPOHM IIpalli

1. YV po3aunl BUKOHAHO KOMIUIEKCHUN aHali3 YMOB Mpaill Ta MOTEHUIMHUX
He0E3MeYHUX 1 MIKIJJIMBUX BUPOOHMYMX (PAKTOPIB, sIKI MOKYTh BUHHMKATH M1l Yac
eKcIUTyaraiii Ta oOOCIyroByBaHHS JIOCHIJIHOI €JEKTPOTEXHIYHOI YCTaHOBKH.
3po0bieHo Tepesik OopraHi3alifHUX Ta TEeXHIYHMX 3axOdiB MJisd 3a0e3NedyeHHs
eJIEKTPOOE3NeKy, HopMalli3alli MIKpOKJIIMAaTy Ta 3HUKEHHS PIBHIB IIyMY Yy poOoyiit
30HI.

2. BianoBigHo 10 uyMHHMX HOopMatuBHuUX Bumor [IBH B.2.5-28:2018, nns
BUPOOHUYOTO MPUMIIICHHS 1IeXy po3Mmipamu 24X12x4,5 M, y IKOMYy BUKOHYIOThCS
poOOTH Mayioi TOYHOCTI, OYyJ0 PO3pOOJEHOTO CHUCTEMY IITYYHOTO 3arajibHOro
PIBHOMIPHOT'O OCBITJICHHS.

3. Ha ocHoBi metomy koedillieHTa BUKOPUCTAHHS CBITJIIOBOTO IMOTOKY
BUKOHAHO CBITJIOTEXHIYHUH pO3PAXyHOK, 3a pe3yJbTaTaMd SKOTO BH3HAYCHO
HEOOXI1THY KUTBKICTh JKEpe cBiTia. [l 3abe3neueHHs HOpMaTHBHUX MapaMeTpiB
pobodoro cepemoBuiia obpano 24 cBiTwibHUKU TUy O]l 3 MOMIHECIIEHTHUMU
namnamu JIb-65 (mo nBi JlaMnu y KOXHOMY CBITWJIBHHKY), SIKI 3a0€3ME€YyIOTh
HEOOX1THUY CBITJIOBUH TOTIK.

4. 3anporoHOBaHa CXeMa pO3MIIIEHHS CBITWIBHUKIB (3 psaagu mo &
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CBITHJIBHUKIB Y KO)KHOMY) 3 ONITUMAaJIbHOIO BUCOTOIO MMIJIBICY 3a0€31euye JOCTaTHIO
PIBHOMIpPHICTH PO3MOJUTY CBITIOBOTO TOTOKY, BIJACYTHICTH CTPOOOCKOIIYHOTO
edeKTy Ta pI3KUX TIHEH, [0 CYTTEBO 3HIDKYE BTOMY OPraHiB 30py IEpCOHAIY,

HiABUIILY€E MPOIYKTUBHICTD Mpalll Ta MIHIMI3Y€E PU3UK BUPOOHUYOTO TPAaBMATHU3MY.
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BUCHOBKHA

VY Xonl BHUKOHAHHS AMIUIOMHOI poOOTH OyJI0 TPOBENEHO KOMILJIEKCHE
JOCITIJKEHHST €JIEKTPUIHOTO omopy [ '-momaidHOI mpoBigHOI MIACTUHH B yMOBax
HEOJTHOPITHOTO PO3MOJUTY €NeKTPUYHOro mojsi. PobGoTa moemHye TeopeTHUHUM
aHai3 eJEKTPOCTATUYHUX TMPOLIECIB, MaTEeMaTUYHE MOJIECIIOBAaHHS Ta YHUCIOBI
METO/H PO3PAXYHKY, IO JTO3BOJUIIO OTPUMATH PE3YJIbTATH K (PYyHIAMEHTAIBLHOTO,
TakK 1 MPUKIIATHOTO XapaKkTepy.

Y mepmioMy po3aii  y3aralbHEHO OCHOBHI TEOPETHYHI IOJIOKCHHS
CIIEKTPOCTATHUKH Ta ICKTPOIIPOBITHOCTI. PO3TIIIHYTO IOHSTTS €EKTPUIHOTO TTOJIS,
HOTO OCHOBHI XapaKTEPUCTUKH Ta (PI3UYHUN 3MICT EJIEKTPUYHOTO MOTEHITiaTy.
[IpoananizoBano piBHsAHHA Jlammaca sk 0a3oBe PIBHAHHS TEOPil MOTEHLIATY IS
0e33apsaaHux obnactei. JJociiKeHo BIacCTUBOCTI TapMOHIYHUX (DYHKIIIH, 30KpemMa
OPUHIIUI MAaKCUMYMY, BJIACTUBICTh CEPEIHBOTO 3HAUCHHS Ta TEOPEMY €JIMHOCTI
po3B’s3Ky. Takok po3rasHyTO (i3WYHY MPUPOIY EIEKTPHYHOTO CTPyMy Ta
CJIEKTPUYHOTO OTOPY, BCTAHOBJIICHO 3aJICXKHICTh MPOBIAHOCTI BiJl KOHIIEHTpAIlil Ta
PYXJIMBOCTI HOCIiB 3apsily, a TAKOX BH3HAYEHO YMOBH 3aCTOCOBHOCTI 3akOoHYy OMa
JIJIs1 TIPOBITHUKIB.

VY MeTtoauyHOMY po3aiii chopMyTHOBAaHO MaTEMAaTHUYHY MOJieib [ -moi6H01
MPOBIHOI IJIACTUHU B PEXKMMI IMOCTIMHOTO CcTpyMy. Ha OCHOBI ABOBUMIPHOIrO
piBHsHH Jlamiaca Bu3HaYeHo rpanudHi ymoBu [lipixiie Ta Helimana, 1110 onucyroThb
¢ikcoBaH1 MOTEHIIIAU HA €JIEKTPO/IaX Ta EICKTPUUHY 13011110 O1YHUX TTOBEPXOHb.
OTpuMaHO CTiBBIAHOMIEHHS JJI1 BU3HAYCHHSI SJIEKTPUIHOTO TTOJISI, TYCTUHU CTPYMY
Ta MOBHOTO CTPyMy uepe3 mpoBinHUK. [lokazaHo, 110 yepe3 CKIaJaHy reoMeTpito
MJJACTUHU €JICKTPUYHE MOJIe € HEOJHOPIIHUM, a KJIACUYHI OJHOBUMIpPHI dhopmyu
JUTSL IPSIMOJTIHIMHUX MPOBIJHUKIB HE 3a0€3MeUyI0Th TOCTaTHBOI TOUHOCTI. OKpeMy
yBary NpuUIEHO METOAY CKIHYEHHUX €JIEMEHTIB SIK €()EKTUBHOMY 1HCTPYMEHTY
YUCJIOBOTO MOJICTIOBAHHS €JIEKTPOIIPOBITHOCTI B 00JIACTAX CKJIAIHOI (popMH.

VY nocaigHUIBKIA YaCTHHI BUKOHAHO YHCJIOBE MOJICIIOBAHHS €JIEKTPUIHOTO

MoJIsE Ta €JIEeKTpUYHOro omnopy [-momiOHOT MpPOBITHOT MIACTUHU 32 JIOTIOMOTOIO
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METO/y CKIHYEHHUX eJIeMEHTIB. J1Jis po3B’si3aHHS ABOBUMIpPHOTO piBHsAHHSA Jlamnaca
Oyn0 po3pobsieHO TporpamMHUil KOMIUIeKC MOBOIO Python i3 BukopucTanHsIM
616m10Tex NumPy, SciPy ta Matplotlib. [IpoBeaeHo uncioBi po3paxyHKH poO3MOALTY
CJIEKTPUYHOTO MOTEHIIally, TYCTUHU CTPyMy Ta EKBIMOTCHLIAJbHUX JIHIA IS
pI3HUX CITIIBBIIHOIIEHb T'€OMETPUYHUX MapameTpiB. BcTaHoBIEHO, MO MOOMU3Y
BHYTPIIIHBOI'O YBITHYTOTO KyTa IJIACTUHU BHUHHKA€E KOHIIEHTpAIlis €JIEKTPUYHOTO
MOJISl Ta TYCTUHH CTPYMY, TOJ1 SIK MOOJIM3Y 30BHIIIHBOTO KyTa HAMPYXEHICTh MO
3MeHIyeThes. [lokazano, mo hakTuaHui eleKTpudHui onip I'-1moi0Hoi mIacTuHU
€ MEHIIIMM 3a OITp €KBIBAJICHTHOTO MPSIMOJIIHIMHOTO MPOBIHUKA. BusiBieHo, 1o 31
30UIbIICHHSM cMmiBBiAHOMIEHHs a/L BenuumHa HopmaiizoBaHoro omnopy R/Ro
MOHOTOHHO 3MEHIIYETHCS, IO TMOSCHIOETbCA JBOBUMIPHUM MEPEPO3NOILIOM
CTPyMy Ta YTBOPEHHSIM HapajieIbHUX NUISX1B IPOBIIHOCTI.

VY pe3ynbTari BUKOHAHOI pOOOTH MIATBEPKEHO, 11O EJIEKTPUYHUN Omip
MPOBIIHUKIB CKJIAJTHOT T€OMETPUYHOI (DOPMH CYTTEBO 3aJI€KUTh Bl KOHPIryparrii
o0nacTi, TpaHUYHMX YMOB Ta XapakTepy pPO3MOJAUTY €JIEKTPUYHOrO IOJS.
[TpogemMoHCTpOBaHO €()EKTUBHICTh 3aCTOCYBAHHS METOJY CKIHYEHHHMX €JIEMEHTIB
JUISL  TOCHIDKEHHsSI  eNeKTpornpoBigHocTi  [-momibnux  crpyktyp. OTpumani
pe3ynpTaTH MOXYTh OyTH BUKOPHUCTaHI NMPHU MPOEKTYBAaHHI JPYKOBAHUX ILJIAT,
MIKPOEJIEKTPOHHUX KOMIIOHEHTIB, TOHKOIUIIBKOBHX PE3UCTUBHUX E€JIEMEHTIB Ta
IHIIMX EJIEKTPOTEXHIYHUX CHUCTEM, y SKHUX T'€OMETPUYHI OCOOJIUBOCTI CYTTEBO
BIJTMBAIOThH HA €JIEKTPUYHI XapaKTEPUCTUKHU.Y PO3LIL 3 OXOPOHH Mpalll BUKOHAHO
PO3paxyHOK IITYyYHOTO OCBITJICHHS poOodoro mpuMilleHHS. BusHadeHO
HEOOXITHUM CBITJIOBHM TMOTIK, KUIBKICTh Ta CXEMY PO3MIIEHHS CBITHJIbHUKIB.
[TinTBepKEHO BIAMOBIMHICTH OTPUMAHUX TApPaMETPiB HOPMATUBHUM BHMOTaM.
[TokazaHo, 1m0 3a0e3MeueHHs] palioHaAILHOTO OCBITJICHHS, a TaKOX JOTPUMAaHHS
BUMOT €JIEKTPO- Ta MOXKEKHOT OE3MeKHM € BAKIMBUMU UYMHHUKAMHU CTBOPCHHS

Oe3meyHux 1 KoOM(OPTHUX YMOB Tparii.
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	1.1 Поняття про електричне поле
	Електричне поле є однією з фундаментальних форм матерії, за допомогою якої здійснюється взаємодія між електрично зарядженими тілами та частинками. Воно виникає навколо електричних зарядів і передає електромагнітну взаємодію у просторі. Наявність елект...
	Поняття електричного поля було введене у фізику для пояснення процесу взаємодії між зарядами без безпосереднього контакту між ними. Якщо два заряджені тіла розташовані на певній відстані, то кожне з них створює навколо себе електричне поле, яке діє на...
	Основною характеристикою електричного поля є його напруженість. Напруженість електричного поля визначається як фізична величина, що дорівнює відношенню сили, з якою поле діє на пробний позитивний заряд, до величини цього заряду:
	Напрямок вектора напруженості збігається з напрямком сили, що діє на позитивний заряд. Одиницею вимірювання напруженості електричного поля в міжнародній системі одиниць SI є вольт на метр (В/м) або ньютон на кулон (Н/Кл).
	Електричне поле може бути однорідним і неоднорідним. Однорідним називають поле, у якому в усіх точках простору напруженість має однакове значення та напрямок. Прикладом такого поля є поле між двома паралельними зарядженими пластинами. У неоднорідному ...
	Для наочного зображення електричного поля використовують силові лінії. Силові лінії – це уявні лінії, дотична до яких у кожній точці збігається з напрямком вектору напруженості поля. Лінії виходять із позитивно заряджених тіл і входять у негативно зар...
	Важливою характеристикою електричного поля є його потенціал. Потенціал показує, яку роботу виконує поле під час переміщення одиничного позитивного заряду з однієї точки простору в іншу. Різниця потенціалів між двома точками називається електричною нап...
	Електричні поля широко використовуються в сучасній техніці та електроніці. Принципи їх дії лежать в основі роботи конденсаторів, електродвигунів, генераторів, електронних приладів, систем передачі електроенергії та багатьох інших пристроїв. Дослідженн...
	Отже, електричне поле є невід’ємною складовою електромагнітних явищ і відіграє важливу роль у процесах передачі та перетворення енергії. Розуміння основних властивостей електричного поля є необхідним для подальшого вивчення електротехнічних дисциплін ...
	1.2 Рівняння Лапласа
	Рівняння Лапласа є одним із основних диференціальних рівнянь математичної фізики, яке широко застосовується в електростатиці, теплопровідності, гідродинаміці та інших галузях науки і техніки. У теорії електричного поля рівняння Лапласа використовуєтьс...
	Між напруженістю електричного поля та потенціалом існує залежність:
	З іншого боку, за теорією Максвелла
	де 𝜌 – густина електричного заряду. Припускаючи що у досліджуваній області заряди відсутні та беручи до уваги вирази (1.2), (1.3), матимемо:
	Це рівняння зветься рівнянням Лапласа і описує потенціал у кожній точці простору за умови відсутності внутрішніх джерел поля. Функції, які задовольняють рівняння Лапласа, називаються гармонічними функціями.
	1.3 Властивості гармонічних функцій
	Гармонічні функції відіграють важливу роль у математичній фізиці, електростатиці, теорії потенціалу, гідродинаміці та багатьох інших галузях науки. Вони є розв’язками рівняння Лапласа та використовуються для опису фізичних процесів у середовищах, де в...
	Однією з основних властивостей гармонічних функцій є властивість середнього значення. Вона полягає в тому, що значення гармонічної функції в будь-якій точці області дорівнює середньому арифметичному значенню функції на поверхні сфери з центром у цій т...
	Ця властивість має важливе фізичне значення. Наприклад, потенціал електростатичного поля у беззарядній області визначається не локальними джерелами, а розподілом потенціалу на межах області.
	Гармонічна функція не може мати локального максимуму або мінімуму всередині області, якщо вона не є сталою функцією. Найбільше та найменше значення гармонічної функції досягаються лише на межі області.
	Ця властивість називається принципом максимуму. Вона широко використовується під час аналізу електричних полів і перевірки правильності чисельних розрахунків.
	Рівняння Лапласа є лінійним диференціальним рівнянням. Тому будь-яка лінійна комбінація гармонічних функцій також буде гармонічною. Ця властивість дозволяє будувати складні розв’язки на основі простіших функцій і широко використовується в методах мате...
	Гармонічні функції є аналітичними, тобто вони можуть бути представлені у вигляді степеневого ряду. Це означає, що функція є нескінченно диференційованою в області гармонічності. Аналітичність забезпечує високу точність чисельних методів та спрощує дос...
	У двовимірному випадку гармонічна функція може бути дійсною частиною аналітичної функції комплексної змінної. При цьому існує спряжена гармонічна функція, градієнти якої взаємно ортогональні. Ця властивість широко застосовується у методах конформних п...
	Теорема єдиності розв’язку є однією з основних теорем теорії потенціалу та математичної фізики. Вона має важливе значення при розв’язуванні задач електростатики, оскільки гарантує, що за заданих граничних умов існує лише один розподіл потенціалу, який...
	Властивості гармонічних функцій мають велике значення для інженерних розрахунків та комп’ютерного моделювання. На їх основі створюються математичні моделі електричних полів, систем теплообміну та інших фізичних процесів.
	Отже, гармонічні функції є важливим елементом математичного апарату теорії потенціалу та електростатики. Їхні властивості забезпечують можливість точного опису фізичних полів і створюють основу для аналітичних та чисельних методів розв’язування прикла...
	Сила струму - це фізична величина, що характеризує електричний струм і чисельно дорівнює заряду, який проходить через поперечний переріз провідника за одиницю часу. Силу струму позначають символом I та визначають за формулою:
	де 𝑞 - заряд, який проходить через поперечний переріз провідника за час 𝑡. Одиниця сили струму в СІ - ампер: 𝐼=1 A.
	Електрична напруга на ділянці кола - це фізична величина, яка чисельно дорівнює роботі електричного поля з переміщення одиничного позитивного заряду по цій ділянці. Напругу позначають символом 𝑈 і в загальному випадку визначають за формулою:
	де 𝐴 - робота, яку виконує (або може виконати) електричне поле з переміщення заряду 𝑞 по даній ділянці кола.
	Електричний опір – це фізична величина, яка характеризує властивість провідника протидіяти проходженню електричного струму. Одиниця електричного опору в СІ – Ом. Опір провідника, який має незмінний поперечний переріз, дорівнює:
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